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Ce cours a pour objectif de donner une image generale de la theorie quantique de champs, ou 
quantum field theory (QFT) en anglais. L'elcment clef est la mise en commun de la theorie quantique 
et de la relativite restreinte. En dccoulc un champ d'application cxtrcmcmcnt large qui s'articulc 
autour de trois domaines principaux : 

- La physique des particules elementaires et de leurs interactions, resume par le Modele Stan- 
dard ; 

- Le formalismc de la physique de la matiere condensee, avec des applications telles que la 
supraconductivite, la superfluidite, les transitions de phase ; 

- La physique de l'univers proche du Big Bang : fluctuations primordiales dont provient la 
formation de la structure de l'univers, evaporation des trous noirs (rayonnement de Hawking) , 
etc. ; 

On se concentrera ici sur le premier domainc. La premiere partie elabore pas a pas les notions 
essentielles : champs classiques libres, quantification et champs quantiques libres, classifications des 
diffcrents types de champs, symetries discretes et continues. Dans la seconde partie, on introduira les 
interactions fondamcntalcs cntre ces champs. En particulier, on etablira la theorie des diagrammcs 
de Feynman, qui permettront de calculer des temps de vie ou des sections efficaces. On posera les 
principes qui regissent la construction de Lagrangiens, ce qui permettra alors de jeter les bases du 
Modele Standard de la physique des particules. On exposera ce dernier dans ses grandes lignes a la 
toute fin de ce cours. 

On obtiendra alors une image generale de l'ensemble des interactions fondamentales a l'exception 
de la gravitation. Le problcmc d'une theorie quantique de la gravitation est toujours ouvert et fait 
l'objet de recherches intenses : on parlc en general de physique au-dela du Modele Standard (physics 
beyond the SM). 

Remerciements Jc tiens a remercicr chaleureusement mon collogue Francois Genoud pour sa re- 
lecture attentive de ces notes et ses commentaires tant pedagogiques que conceptuels. Nous esperons 
tous deux que ce polycopie sera de quelque aide a ses lecteurs. 
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Premiere partie 

Les Champs Libres 
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Chapitre 1 



Champs classiques et principe de 
moindre action 

Apres une breve introduction oil nous dcfinissons le systeme d'unites le plus simple qui est 
utilise par la physique des hautcs energies, nous donnons une image gcnerale du Modelc Standard 
de la physique des particules en guise de motivation. L'ensemble des concepts introduits ici sera 
developpe en detail dans la suite du cours. 

Avant d'attaquer le formalisme quantiquc, il est essentiel de comprendre le cas classique. La 
theorie quantique des champs provient de la quantification canonique du formalisme lagrangicn 
classique relativiste. Les notions de mecanique analytique serviront done de base a ce cours. En 
particulicr, nous etablirons les equations du mouvement associees a un Lagrangien quelconque a 
l'aide d'un principe variationnel fondamental en physique : le principe de moindre action 1 . 

1.1 Le systeme d'unites 

En theorie quantique des champs, il est d'usage d'utiliscr un systeme d'unites qui simplific 
considerablement les expressions. En effet, il apparait quatre unites differentes dans le SI : 

- la longueur [L] en m, 

- le temps [t] en s, 

- la masse [M] en kg, 

- la temperature [T] en K. 

Par ailleurs, il existe quatre constantes fondamentales, a savoir 

- la vitesse de la lumiere c = 2.99 • 10 8 f, 

- la constantc de Planck ft = 1.05 • 10 -27 erg ■ s, 

la constantc de la gravitation G = 6.67 • 10 , m 2 , 

Kg-s 

- la constante de Boltzmann ks = 1.38 • 10~ 16 

II y a alors plusieurs choix possibles. Le plus 'extreme' d'entre eux, utilise essentiellement en gravi- 
tation quantiquc ct en theorie des cordes, consiste a poser c=ft=G = /cs = l, auquel cas toutes 
les grandeurs deviennent sans dimension. Pour la suite de ce cours, on fera le choix de poser 

c = h=k B = \ (1.1) 

et de tout exprimer dans une meme unite d'energie, le GeV = 10 9 eV^. Rappelons qu'un eV (eletron- 
volt) est l'energie acquise par un electron accelere par un potcnticl de 1 V . En utilisant les contraintcs 

1 aussi appele principe de Maupertuis ou principe de Hamilton. 
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imposees pax le choix des constantes sans dimension, on peut facilement retrouver les facteurs de 
conversion : 



longueur : 


GeV- 1 


= 1.97 


1CT 14 cm 


temps : 


GeV- 1 


= 6.58 


10- 25 8, 


masse : 


GeV +1 


= 1.78 


10- 24 g, 


temperature : 


GeV +1 


= 1.16 


10 13 K, 


action : 


GeV , 







et de meme pour toute autre unite. 

1.2 Les interactions fondamentales 

La theorie actuellement acceptee par la majeure partie de la communaute repose sur quatre 
interactions fondamentales : 

- l'interaction gravitationnelle, la plus faible de toutes, mais a laquelle sont soumises toutes les 
particules ; 

- l'interaction faible, qui est responsable par exemple de la disintegration (3 ou de la disintegration 
du muon : 

n — > p + e + v e , 
(i+ — > e+ + v R + ; 

- l'interaction electromagnetique, responsable de la stabilite des atomes. Un processus typiquc 
serait par exemple la disintegration du pion : 

7T° — > 7 + 7 ; 

- l'interaction forte, qui jouc un role cssentiel dans la stabilite des noyaux atomiques. 

On notera au passage que ce cours concernc cxclusivement les trois dernieres, la theorie quantiquc en 
presence de gravitation representant precisement Fun des defis principaux de la physique moderne. 
En consequence, la metrique utiliscc sera toujours celle de Minkowski, qu'on denotera par 

r/^ = diag(l, -1,-1,-1) . 

Chacune de ces interactions est transmise par unc ou plusieurs particules qu'on appelle les 
mediateurs : 

- pour l'interaction gravitationnelle, le graviton, de masse nulle et d'helicite ±2 ; 

- pour l'interaction faible, les trois bosons intermcdiaires W ± et Z, massifs (m w 100 GeV) et 
de spin 1 ; 

- pour l'interaction electromagnetique, le photon 7 de masse nulle et d'helicite ±1 ; 

- pour l'interaction forte, huit gluons eux aussi sans masse et d'helicite ±1. 

Finalement, toutes les autres particules se divisent en deux classes, en fonction de leur sensibilite 
aux diffcrcntes interactions : 

- les leptons, qui subisscnt l'interaction faible et electromagnetique. Ce sont 



l'electron e 


m e 


~ 0.5 MeV 


son neutrino v e 




le muon fi 




~ 105 MeV 


son neutrino 


m„ 7^ 0, m v < 1 eV 


le tau t 




~ 1.8 GeV 


son neutrino v T 





Tous les leptons sont des fermions de spin \. 



1.3. LES FORMALISMES LAGRANGIEN ET HAMILTONIEN 



5 



- les hadrons, qui participent aussi a l'interaction forte. lis sont tous constitucs de quarks et 
d'antiquarks en de multiples combinaisons possibles. On distingue 
- les baryons constitues de trois quarks, 

les mesons, etats lies d'un quark et d'un antiquark. 
On connait six types de quarks, reunis en deux groupes qui se diffcrencicnt par leur charge 
clcctriquc : 



Q = +l 


Q = -\ 


Up u 
Charm c 
Top t 


m u ~ 1.5-4.5 MeV 
m c ~ 1 - 1.4 GeV 
m t ~ 175 GeV 


Down d 
Strange s 
Bottom b 


m d ~ 5 - 8 MeV 
m s ~ 80 - 155 MeV 
m 6 ~ 4 - 4.5 GeV 



A nouveau, tous les quarks sont des fermions de spin \. 

- Le Modele Standard postule en sus une particule supplemental, le boson de Higgs qui n'a 
pas encore ete observe dans les accclcratcurs. II dcvrait normalcmcnt sc manif ester dans le 
futur LHC actuellement en construction au CERN. 

La premiere partie de ce cours developpera les bases necessaires a la comprehension des diffcrents 
types de particules (i.e. de champs), briques qui seront utilisees dans la seconde pour revenir en 
details sur la structure et la classification csquissees ici. On notera que toute la matiere stable 
qui nous entoure est constitute uniquement de protons (uud), de neutrons (udd) et d'electrons. Pa- 
rallclcmcnt, le nombre de hadrons instables est immense. L'objectif de ce cours est une comprehension 
des proprietes essentielles des particules elementaires, de leurs interactions (i.e. des processus de 
collision) et de leur dcsintcgration (i.e. de leur temps de vie). On obtiendra alors une image globalc 
de cet univers grace au Modele Standard. 

Pour atteindre cet objectif, il suffira d'appliqucr le formalisme de la theorie quantique a des 
systemes de champs classiques relativistes. Commencons done par une breve revision de mecanique 
analytique. 



1.3 Les formalismes lagrangien et hamiltonien 

Alors que la mecanique quantique traditionnelle se base principalement sur le formalisme ha- 
miltonien, e'est le Lagrangien qui joue un role central en theorie quantique des champs. Avant 
de developpcr la theorie classique des champs, nous rappclons sans demonstration les principaux 
resultats de mecanique analytique. 

1.3.1 Mecanique analytique 

Pour decrire un systeme physique a N degres de liberte, on choisit un ensemble de N coordonnecs 
generalisces {qi}f =1 . II existe alors une fonction de ces variables, de leurs derivees temporelles et 
eventuellemcnt du temps, qui caracterise entitlement le systeme : le Lagrangien 

£ = £({q l },{q l },t) . 

On definit alors V action par 

S[{q t }} := t dtC( qi , qi ,t) . (1.2) 
Jti 

Toute l'information concernant le systeme est entierement contenue dans cette fonction fondamcn- 
tale. 
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On pcut finalcmcnt cnonccr lc principe variationnel qui regit la dynamique. Etant donnees les 
conditions de bords qi (t\) — g-"^ et qi (t 2 ) = q^° Ut \ lc principe de moindre action postulc que lc 
systeme evolue de telle sorte que Taction le long de la trajectoire physique soit extremale (en general 
minimale), i.e. 

SS — sur une trajectoire physique . (1.3) 
On en deduit aisemcnt les TV equations du mouvement, ou equations d'Euler-Lagrange : 

d dC dC . .„ 

dt dq { dq { 

Une formulation equivalente du probleme a ete proposee par Hamilton. A partir du Lagrangien, 
on definit les TV impulsions generalises {pi}, conjuguees aux coordonnees {qi}, par 

dC 

Pi= 7r , i=l...N. (1.5) 
dqi 

L'Hamiltonien est alors defini commc la transformce de Legcndre du Lagrangien : 

H = H({q i },{ Pi },t)=p i q i -£, (1.6) 

oil les qi sont implicitement considered comme des fonctions des qi et des p,, au travers de l'eq. (1.5). 
Notons que dans cettc formulc et dans toute la suite de ce cours, on utilisera la convention de 
sommation d'Einstcin. Du principe de moindre action et des definitions ci-dessus, on obticnt un 
ensemble de 2N equations du premier ordre, cquivalcntes a (1.4), les equations de Hamilton : 

^ = dp~- (L7) 
ft = -P- (1-8) 

Finalcmcnt, on peut ecrire ces equations sous une forme qui met en lumiere la structure algebrique 
de la physique : 

qi = {n,qt} , (1.9) 
P« = {H, Pi } , (1.10) 



ou{AS} = Et 



dA_ dB_ _ OA dB 

dpi dqi dqi dpi 



est le crochet de Poisson des deux fonctions A et B. 



1.3.2 Des points materiels aux champs classiques 

Jusqu'ici, nous avons considere un systeme a N degres de liberte. La notion de champ apparait 
lorsqu'a chaque point de l'espace x, on associe un ou plusieurs nombres reels ou complexes. On passe 
de qi, i = 1 . . . TV, a qg, x e T>, ou T> C W 1 . On passe done a un nombre infini non denombrable de 
degres de liberte. II est d'usage d'utiliser une nouvelle notation 

<t> (t, x) 
<fi (t, x) 

IT (t, X) 



qs 

•i ■ = 

Px = 



1.3. LES FORMALISMES LAGRANGIEN ET HAMILTONIEN 



7 



Par exemplc, en clectrodynamique classique, on trouve les champs suivants : 

A^ (t, x) : lc 4-potentiel 
E (t, x) : le champ electrique 
B (t, x) : le champ d'induction 



Finalcmcnt, revolution du champ est completcmcnt caracterisee par la densite lagrangienne 
J*f (<j) (t, x) , d^cf) (t, x)) qui produit le Lagrangien par une simple integration : 

Cfad^] := / d 3 x^((f>(t,x;),d^(t,x)) . (1.11) 
Jv 

L'action correspondant a ce champ se note alors : 

S[<f>,d li <l>] = J d 4 xJ?(<j>(t,x),d^(t,x)) , (1.12) 

ou d 4 x — dt d 3 x est la mesure d'integration sur lc 4-volume d'espace-temps. 

Notons que le passage d'un indice discret a un indice continu a fait des grandeurs commc Taction 
ct lc Lagrangien (ce serait aussi le cas dc l'Hamiltonien) non plus de simples fonctions des qi, mais 
des fonctionnelles reelles des champs <f> et d^ij). 

A partir d'ici, on notera simplement x, voire x M , \i = 0, . . . , 3, pour le couple (i, x), i.e. pour les 
coordonnees contravariantes. 



Derivee fonctionnelle Comme les objets mathematiques que nous devons traiter sont main- 
tenant des fonctionnelles, il s'agit d'etendre la notion de derivee a ces nouveaux objets. Nous en 
donnons ici unc definition rcstrcintc, mais qui sera suffisantc pour la suite dc l'expose. Soit une 
fonctionnelle F [(f)] . On definit sa derivee fonctionnelle <5 ^^^ par la generalisation du quotient dc 
Newton suivante : 

&F[<t>{x)\ = Um F[<t>{x) + e5{x-y)\-F[<t>{y)\ 
54>{y) e^o e 

et on remarque qu'en general, la derivee fonctionnelle est une distribution. En particulier, on a 

W) -"-»»■ (L14) 



Equations du mouvement Par une application du principe de moindre action, SS = 0, deduisons 
les equations du mouvement pour lc champ. Soit S [</>, 9 M (/>], Taction. Considerons une solution des 
equations du mouvement <f>o(x), et une perturbation 5<p(x) de cette solution : 

<t>(x) = 4> (x) + S<j)(x) 

qui satisfasse encore les conditions de bords, i.e. 6<j>(x) = pour t = t\ et t = t 2 - On exige de plus 
que la variation soit 'locale', i.e. 

5<j){x) — ► (|f| -» +oo) . 
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Calculons la variation de Taction liee a cette perturbation : 

SS = S [</> + 5<j>, M (0 + 5<f>)] - S [<p, d^cf] 

= j d 4 x {if [0 + 5<t>, + d^] - if [4>, d^]} = I d 4 x |^| ( 



= / 



f ag 



dJzf 



aif 



dtda ■ < — =r- c 
\dd<j) 



j*, 



SS 



oil on a utilise lc fait que la derivation ct la variation commutent, et oil la quatrieme egalite provient 
d'unc integration par partie et d'une application du theorcmc de la divergence ; le premier tcrme de 
surface disparait puisqu'on a suppose que la variation satisfait toujours aux conditions de bord, et 
le second est nul puisque la variation est locale et que Ton peut prendre comme surface £ une sphere 
dont on fait tendre le rayon vers l'infini. La variation 8<j> etant quelconquc, on obtient l'equation 
d'Eulcr-Lagrange pour le champ <j) : 



SS d££ 



. 



(1.15) 



C'est l'equation fondamentale du mouvement pour le champ <f>. 



Formalisme hamiltonien On definit lc champ n(x), l'impulsion conjuguee au champ <p{x) par 
la formulc 



7r(x) 



ou (j) = dn4>. La densite hamiltonienne Jif ((j>(x),di<l>(x),Tr(x)) est alors definie par 

et l'Hamiltonien du systeme est une fonctionnelle des champs (f>, dA et ir : 

H[4>,di(f>,Tr]= J d 3 xJ4?{<f>{x),dA{x),n{x)) . 

On definit alors les crochets de Poisson pour des fonctionnelles A[<f>, w] et B[(j),n] par 

5 A SB 5 A SB 



(1.16) 



(1.17) 



(1.18) 



{A,B} 



Sir S(j) Scj) Stt 



et on insiste sur le fait qu'il s'agit a nouveau de derivees fonctionnelles. On a alors les relations 
canoniques suivantes : 

{K(t,x),4>(t,y)} = 5^\x-y). (1.19) 



Les equations du mouvement sont alors 



4> = {HA} , 
7T = {H,ir} . 



(1.20) 
(1.21) 



Bien qu'avec les eq. (1.15) et (1.20), nous ayons explicitcment les equations du mouvement 
sous une forme cxtrcmcmcnt general, il s'avere en pratique qu'il est souvent plus aise de revenir 
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au principc dc Hamilton original pour dcriver les equations du mouvcmcnt, done de faire varier 
Taction directement et d'imposer qu'au premier ordrc, la variation s'annnulc. 

Rappelons que nous avons introduit ici la notion de champ et derive les equations du mouvement, 
tant a partir du Lagrangicn que de THamiltonicn. Mais il s'agit toujours d'une theorie classique, 
aucune quantification du champ n'ctant intcrvenue a ce stade. Appliquons ces resultats a deux 
exemples importants : l'electrodynamique classique et le champ scalaire classique. Nous en profitons 
pour illustrer la remarque ci-dessus. 

1.3.3 Exemples 

Les equations de Maxwell Rappelons quclques elements d'electrodynamique dans le vide. La 
theorie repose entierement sur le tenseur de Maxwell F^ v (antisymetrique et deux fois contrava- 
riant), defini a partir du 4-potentiel A^ : 

F» v = d» A v - 8 l 'A» . (1.22) 

Les deux premieres equations de Maxwell sont alors automatiquement satisfaites : 

pi TD 

e^ P <yd v F pa = Q divS = & — + rot£ = 0. (1.23) 

Les deux dernieres peuvent etre reecrites de la maniere suivante : 

dE 

duF^ = div£ = & — -rotS = 0. (1.24) 

at 

On montre maintenant que ce systeme d'equations peut etre rederive d'un Lagrangien et du 
principe de Hamilton. Soit le Lagrangien dc l'electrodynamique 



J? = --F fw F^. (1.25) 



1 

'4 

Dcrivons les equations du mouvement : 

SS = J d 4 x j-1 [F^SF^ + SF^Fn} = J d4x {~\ F ^ [ 9 " M " - 

= J d 4 x {-VF^SAO} = J d A x {d^} 6A V , 

oil la dernicre lignc est obtcnuc par une integration par parties et l'antisymetrie dc F^ . En imposant 
que cette quantite s'annule, on retrouve bien les equations (1-24). 

On a done reussi a reduire le systeme relativemcnt compliquc des equations de Maxwell pour les 
champs E et B a un simple et elegant principe variationnel. On voit une fois de plus ici la puissance 
du calcul variationnel en physique. 

Dimensions : [S] : GeV 6 , [Jgf] : GeV 4 , [A^] : GeV 1 . 

Le champ scalaire classique Un autre Lagrangicn typique est celui du champ scalaire. Soit 



2=\d^$-\m*tf-\tf- (1-26) 



Alors 



SS = J d*x {d^S^-m 2 ^- = j d 4 x {-d„d»(t> - m 2 cj) - A0 3 } . 



10 



CHAPITRE 1. CHAMPS CLASSIQUES 



d'ou les equations du mouvemcnt : 



da&'tj) + m 2 cj) + \<P 3 = . 



(1.27) 



Dimensions : [jSf] : GeV 4 , [(j)} : GeV 1 , [m 2 ] : GeV 2 , [A] : GeV°. 

On peut ici illustrer l'equivalence des formalismes lagrangien et hamiltonicn. On a successive- 
ment : 



1 



2 ^ 2 f V 



(1.28) 

(1.29) 
(1.30) 



oil = i9i</>. Les equations de Hamilton sont alors 



4>= {H,4>} = J d 3 x j- 
tt = {H, tt} = y d 3 : 



) = J d ^S(x-y)=,: 



1 



(V0)V + + 



m 2 ^ - \<f> 3 . 



On retrouve done bien l'eq. (1-27). 

Les deux excmplcs ci-dessus sont tout a fait representatifs du genre de calculs qui apparaissent 
tres souvent lorsqu'on derive les equations du mouvemcnt pour des champs quclconqucs (integration 
par parties, montee et descente d'indices, ...). II est done important de bien comprendre les etapes 
effectuecs ici, et le lecteur est vivement encourage a refairc les calculs par lui-meme. 



Chapitre 2 



Symetries continues et lois de 
conservation 



Ce chapitre est consacre a l'un des concepts les plus importants en physique, et a fortiori en 
theorie des champs, les symetries et les lois de conservation. C'est meme la le principe premier qui 
guide les physicicns lorsqu'ils tcntcnt de proposer un nouveau Lagrangicn, une nouvcllc theorie. 
Parmi l'cnsemble des symetries possibles, le groupc lc plus important dans le cas des champs 
libres est le groupe de Poincare (et de Lorentz), et en particulier ses sous-groupes, les translations 
temporelles et spatiales, les rotations. C'est en fonction des proprietes de transformation des champs 
sous Taction des operateurs associes que Ton pourra alors etablir une classification des champs : 
scalaire, vectoriel, tensoriel. Mais commencons par definir quelques concepts. 

2.1 Rappels elementaires sur les groupes 

En theorie quantique des champs, toutes les transformations considerees forment des groupes, le 
plus souvent meme des groupes de Lie. On rappcllc done ici quelques elements csscnticls de theorie 
des groupes. 

Definition Soit G, un ensemble. Soit o, une application de G x G dans lui-meme, i.e. 



On appellc groupe lc couple (G, o), avec les axiomes suivants : 

1. (associativite) (g x o g 2 ) o g 3 = 9l o (g 2 033), j.eG 

2. (element neutre) 3 e e G tel que goe = eog = g, V g e G 

3. (inverses) Vg G G, 3 g^ 1 e G tel que g o g^ 1 = g^ 1 o g = e 

le groupe sera qualifie d'abelien si, de plus, gi o g 2 = g 2 ° gi , 51,52 € G. 

En termes physiques, on reinterprete ccs diffcrcnts points de la manicre suivantc. Un element d'un 
groupc rcpresente une transformation appliquce au systcmc. Lc produit de deux transformations 
sera encore une transformation, 1 'element neutre represente l'absence de transformation, et pour 
toute transformation, il en existe une autre qui ramene le systeme a son point de depart. Si le 
groupe est abelien, l'ordre dans lequel on effectue deux transformations n'importe pas. 



o : G x G 
(91,92) 



9i °92 



G 



(2.1) 
(2.2) 
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Definition Soit (G, o), un groupe. (G, o) est un groupe de Lie s'il constitue aussi une variete 
diffcrcntiablc. 

Autrcmcnt dit, chaque element du groupe g £ G peut etre parametrise par un nombre fini 1 n de 
nombrcs reels a\ . . . a n , tels que la carte g — g (a± . . . a n ) soit infinimcnt diffcrcntiable 2 . 
De plus, on exigera que les operations de groupe 

o : G x G — ► G , (51, 32) 1 — > 51 92 , (2.3) 
_1 : G — > G, g 1 — ► fif -1 , (2.4) 

soient differcntiables. 

En physique, on choisira en general une parametrisation telle que a = corresponde a l'element 
neutre du groupe. 



2.2 Groupes de Poincare et de Lorentz 

L'invariance de Poincare (ou de Lorentz) est l'un des principes les plus solidcmcnt ancres dans 
les theories physiques. Elle reflete le principe de la relativite restreinte, associe a l'invariance de la 
vitesse de la lumiere dans tous les refcrcntiels en translation uniformc Tun par rapport a l'autre. 
Les symetries, et en particulier celle de Lorentz, sont le principe premier lors de la construction de 
Lagrangiens en theorie des champs. 



Definition On montrc en geometric diffcrentielle elcmcntaire que lors d'une transformation de 
coordonnee x M — > x ,fJ -, la metrique g^ v se transforme selon la loi suivante : 

9A X ) — » 9'^') = d^Q^sM ■ (2.5) 

Le groupe de Poincare est l'ensemble des transformations qui laissent la metrique de Minkowski 
invariante. L'intcgration de l'eq. (2.5) montre qu'elles peuvent toujours s'ecrire de la maniere sui- 
vante : 

x» — » x'^ = A^x v + ou Va0 = A^A> M „ . (2.6) 

C'est la generalisation du groupe de Galilee compatible avec la Constance de la vitesse de la lumiere 
postulee par Einstein. On denotera les elements de ce groupe par le couple (A, a). On laisse au 
lectcur le soin de verifier qu'il s'agit bien ici d'un groupe pour les operations suivantes : 

(A 2 , a 2 ) o (Ai, 01) = (A 2 A 1 ,a 2 + A 2 a 1 ) , (2.7) 
(A, a) -1 = (A -1 ,-A -1 a) . (2.8) 

En utilisant l'eq. (2.6), on montre que la matrice A n'a que 6 composantes independantes. En effet, 
la caracterisation des A se reccrit matriciellement 

A £ C <^=> A T 7yA = r, , (2.9) 

A cela, il faut ajouter les 4 composantes de a M . Le groupe de Poincare est done un groupe a 10 
parametres. 

Le groupe de Lorentz C est le sous-groupe du groupe de Poincare pour la valeur particuliere 
a M = 0, i.e. sans les translations dans l'espace-temps. C'est done un groupe a seulement 6 parametres. 



1 En fait, on peut aussi considerer des varietes de dimension infinies, mais nous n'en utiliserons pas dans le cadre 
de ce cours. 

2 Attention, on utilise ici un leger abus de notation, usucl pourtant. Le lecteur interesse pourra se referer, par 
cxcmple au livre de M. Nakahara 'Geometry, Topology and Physics' pour plus de details. 
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Proprietes A partir de la condition enoncee dans (2.6), on voit immediatement que A satisfait 
aux deux contraintes suivantes : 



(detA) 2 = 1 
(A° ) 2 = 1 + E A W 



(2.10) 
(2.11) 



i=i 



En consequence, le groupe de Lorentz contient 4 composantes connexes, notees C\, CL, 4 et C_ 
selon que detA = ±1 et A° > 1 ou A° < — 1. On a done le tableau suivant : 



4 


A° > 1 et det A = +1 


£}_ 


A° > 1 et detA = -1 


L -+ 


A° < 1 et det A = +1 


ci 


A° < 1 et detA = -1 



Seule la premiere de ces composantes forme un groupe (elle est la seule qui contienne l'identite), 
et on l'appelle le groupe de Lorentz propre orthochrone. On pcut a nouveau distingucr ici deux 
sous-groupes importants : 



Les rotations pures, de la forme 

/ 1 \ 

A = 






V o 



o 



avec O t O = I . 



(2.12) 



/ 



Les boosts purs le long d'un axe fixe. Par exemple, le long de x : 



A 



/ 


7 


— 7t> 









— -fV 


7 
















1 





V 











1 / 



avec 7 : 



(2.13) 



Ce sont les transformations qui representent un changement de referentiel entre deux systemes 
de coordonnccs en translation uniforme l'un par rapport a l'autre. On notera ici que 1 'ensemble 
des boosts purs le long d'axes arbitraires (i.e. il n'y a pas d'axe fixe a priori) ne forme pas un 
groupe, puisqu'en general, le produit de deux boosts est la combinaison d'un boost et d'une 
rotation. 

Finalemcnt, on note deja ici que les autres composantes connexes du groupe de Lorentz nc 
sont pas rcliccs de maniere continue a l'identite. C[_ contient V, l'inversion spatialc, C\_ l'inversion 
temporelle T, alors que la combinaison des deux VT E C_. Cc sont des symetries discretes qui 
n'entrent pas dans le cadre etabli jusqu'ici et sur lequelles nous reviendrons plus tard dans ce cours. 
On remarquera finalement que l'ensemble du groupe de Lorentz peut s'ecrire : 

C = Clo{I,V,T,VT} . (2.14) 



Scalaires, vecteurs et tenseurs On donne ici une definition tres pragmatique de ces notions. 
Unc definition plus abstraite pourrait etre donnee dans le cadre de la geometrie differentielle, mais 
nous prefcrons ne pas entrer dans ces details ici. 

On considere une transformation de Lorentz A (ou plus gcncralcmcnt de Poincare (A, a)). On 
peut alors definir les notions de scalaire, de vecteur contravariant et de tenseur deux fois contra- 
variant en fonction de la maniere dont ces grandeurs se transformcnt lors d'un changement de 
referentiel, en (3 + 1) dimensions : 
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Scalaire 


1 fonction S(x) 


S' {x') = S(x) 


Vecteur contravariant 


4 fonctions A fJ, (x) 


A'v {x')= A» v A v {x) 


Tcnscur deux fois contravariant 


16 fonctions g^ u {x) 





et ainsi de suite pour les tenseurs d'ordres superieurs. Nous rencontrerons par la suite des champs 
scalaire, comme le boson de Higgs, et des champs vectoricls, commc le potcnticl- vecteur de Telectrodynamiquc. 
Bien qu'on puisse considerer des champs tensoriels d'ordre superieur, comme le graviton, nous n'en 
parlerons pas ici. Enfin, il existe aussi des champs dit spinoricls, mais ils sont lies a une tout autre 
representation du groupe de Lorentz que nous introduirons en temps voulu. 
Ces bases etant acquises, retournons a la physique. 



2.3 Les symetries 

2.3.1 Definition 

On etudie un systeme de N champs 4>i(x), i = 1 . . . N, caracterise par le Lagrangien C [<pi, d^fa]. 
Soit une transformation du systeme, i.e. un element d'un certain groupe de Lie, definie par M 
parametres reels G X, oil IcR. Denotons par a l'ensemble des parametres. Sous Taction de 
cette transformation, tant les coordonnees que les champs sont modifies : 

x^ > x ^ / {x^ 1 , ol) , (o 

0i(a;) — > <t>' l (x l )=F l (4>(x),a) . 1 ' ' 

La transformation est une symetrie du systeme si Taction est invariante, i.e. 

/ d i xJ?(Mx),d^ l (x))= I dVj2? W*')) , (2.16) 

ou on a note d'^ = g§7ji, et ou / (Q, a) est Timage par la transformation du domainc Q. 
Exemples 

- (Champ scalaire reel) Soit Jzf = ^d^d^cj)— \m 2 <f) 2 . On laisse le soin au lecteur de verifier que 
ce systeme est invariant sous la transformation suivante (translation dans Tespace-temps) : 

^ — ► x'^ = x» + 
b{x) — -> 4>'{x') = <j>(x) . 

- (Champs scalaire complexe) Soit Jz? = d^d^cj) — m 2 <p*4>. Le systeme est alors invariant par 
rapport aux changements de phase : 

| i* 1 — ► x^ = x» , 

\ 4>{x) — > 4>'{x') = e la cj)(x) . 

2.3.2 Transformations infinitesimales 

Choisissons une parametrisation de la transformation telle que a — soit Tidentite, i.e. / (x^, 0) = 
a; M et (<f>(x),0) = 4>(x). Puisque la transformation est continue, considcrons une transformation 
infinitesimale <C 1. II existe alors Md fonctions f^(x), ou d est la dimension de Tespace-temps, 
et MN autres fonctions C^j) (x) telles que la transformation s'ecrive au premier ordre 



— ^ = x^-^ =1 f^(x)a^ , 
4>i{x) — ti(x / ) = Mx) + Ef=iC l(j) (x)a^ 



(2.17) 

On notera que Tindice j n'est pas a priori un indice de Lorentz, d'ou la notation entre parentheses. 
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Exemples Rcprcnons les exemplcs ci-dessus : 

- Translations : f^{x) = — Sfa et C^(x) = 0. 

- Changcmcnt de phase : Pour une transformation infinitcsimale, 

(f)'(x') = e ia 4>(x) w (1 + . 

C'est done une transformation a un parametre, nous pouvons laisscr tombcr l'indice (j). Alors 
p i (x)=OetC i (x) = i<j>(x). 

2.3.3 Le theoreme de Noether : lois de conservation 

A l'aide de ces outils, nous pouvons maintenant demontrer le theoreme de Noether, dont le 
contenu est simple et extremement puissant : 

A chaque symetrie du systeme correspond une grandeur conservee au cours de ['evolution. 

Plus precisemcnt, en reprenant les notations de la section precedente, on a 

= , (2.18) 

pour le courant (de Noether) 

avec la notation traditionnelle <ft^ = d^<j). 

Preuve Par l'equation (2.17), la transformation des champs et des coordonnees est deja connue. 
A l'aide de cette derniere, commencons par calculer la matrice Jacobienne de la transformation au 
premier ordre dans les parametres a : 



dx» ~ v v3 ar 

= 5» + d„f{ j) a^+0(a 2 ) . 



dx v fdx'»\ 1 



dx'v \ dx v ) 
En utilisant ceci, on obtient alors les derivees des champs : 

d^x) — d^> i (x>)=d v cj>> i (x>) [^)+0(a 2 ) 

= (d v <f>i(x) + d v C i{j) {x)aW) (S; + + O (a 2 ) 

= d^x) + d^C lU) (x)a^ + d v UxWu){x)a (3) + O (a 2 ) . 

D' autre part, de la formule bien connue 

det A = exp [Tr(ln A)] , 

on obtient le jacobien de la transformation : 

dV = det {jj^j d 4 x = (l - duffcaW} d A x + O (a 2 ) . 
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On peut alors considerer la variation de Taction sous l'effet de la transformation (au premier 
ordre, on omet dans ce qui suit le O (a 2 ) qui devrait normalement figurer partout) : 



S' -S 



d A x 



1-0, 



J U) a ) 



J?(<j> i ,d p <f> i ) + —C i{j) a^ + 



+ W~ ( d ^) + d »f(j) d »<t>i) J - j d A x^[^d p ^\ 



J 



= d A xi d, 



C, 



U) 



d<pi 



dJzf 

Wi CiU) + 9 " 



U) 



d v (, 



+^ j) d lx ^{cj> i ,d p ct> i )-d v 



0(f>i,v 



.0") 



oil on a utilise dans la troisicme egalitc lcs equations du mouvement. On constate alors que les 
termes qui ne sont pas des 4-divergences s'annulent mutucllemcnt : 



~xJT d v ( l ) i + -K—9pd p (j)i - d v 



d4>i, P 



d v d l 



= , en utilisant a nouveau les equations du mouvement . 
Par definition, si la transformation est une symetrie du systeme, alors 

5S = S' - S = J d A xd^ {j) a^ = , 

et on obtient bien le resultat enonce dans (2.18) et (2.19). ♦ 

On peut finalcmcnt cxprimcr cc resultat sous une forme oil la conservation d'une charge est plus 
cxplicitc. Si lcs champs decroissent vers zero a l'infini, on peut integrer (2.18) sur une boule B(r) 
dont on fait tcndre le rayon vers l'infini, et obtcnir 



dp%) = o 







= / d 3 x { 

JB(r) L 



JdB al JB(r) 



->0 (r— ►oo) 



D'ou la conservation des M charges Qyj : 

-Qy)=0, oil Q U) = J d 3 xBl 



d 

dt'~ 



U) ■ 



(2.20) 



Un cas particulier de cc thcorcme de Noether, bien connu du lecteur familier avec l'electrodynamiquc 
classique, est la conservation du 4-courant = (p,j). On comprend des lors la terminologie utilisec 
dans le cadre general, puisqu'alors Q — j d 3 x p. On verra plus tard que cette grandeur conservee 
est l'expression de la symetrie de jauge U(l) de l'electrodynamique (classique et quantique). 
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Exemples Donnons quclques exemples simples cn mccaniquc analytiquc. Soit un systeme de N 
particules interagissant au travers d'un potentiel central : 

N , 

£ = Y.^i 2 -\Y. v ^-^\)- ( 2 - 21 ) 

i=l *~ i^tj 

Dans ce cas simple, on a iV 'champs' qui nc dependent que d'un seul parametre : qi(t). Comme il 
ne s'agit pas ici de champs au sens de 'fonctions d'espace', il ne sera pas necessaire d'integrer sur 
tout l'espace pour obtenir la charge proprement dite. 

1. Les translations dans le temps : t — ► t + At. Alors la scule fonction non trivialc est /° = 1, 
d'ou l'uniquc courant 



N 



0^) = E^ 2 - 



»=i ijtj 



ET* i+ 5E y (i*-«ii)- 



2 2 

i=l ijij 



(2.22) 

On reconnait immcdiatement l'energie du systeme. 
2. Les translations dans l'espace : <fj — ► ^ + a, qu'on doit considerer ici comme une transfor- 



mation des champs. On a done = 5^ ct ft 1 .. = 0, d'ou les trois courants associes : 



JV 



© = E TO ^- (2.23) 



i=i 



C'est bien sur la quantite de mouvement. 
3. Les rotations autour de l'axe z : 



Qi — * q\ + qp 

Qi — > It - ll° 

qf — > «?■ 



D'ou : 

; y) -w. 1 
Le courant de Noether est done 

JV , n N N 



= E ^ - «rf«< = E w « ttfi - 9? «i ) = E (& A • (2-24) 

»=i ^ y * y» J i=1 j=1 

On obtient la conservation du moment cinetique selon l'axe z. 

La conservation de l'energie, de la quantite de mouvement ct du moment cinetique ne sont done 
que l'cxprcssion, respectivement, de l'homogeneite du temps, de l'espace et l'isotropie de l'espace. 
Ce resultat, valablc evidemment cn toute generalite puisqu'il est l'expression du premier principc 
de la thermodynamiquc, reapparaitra a de nombrcuscs reprises dans la suite de ce cours. 

Ce cadre general ctant maintenant pose, nous pouvons commencer l'etude des champs libres 
proprement dite. Les chapitres suivants s'organisent naturellement en fonction des differents types 
de champ que Ton peut definir sur la base de leurs proprietes lors d'une transformation de Lorentz. 
Ce sera d'abord le champ scalaire, puis le champ vectoricl ct finalcmcnt le champ spinoricl, pour 
lcqucl nous devrons developper une nouvelle representation du groupe de Lorentz. 



Chapitre 3 

Le champ scalaire 



Apres ces considerations d'ordre mathematiquc, nous pouvons maintenant nous tourner vers la 
theorie du champ scalaire, le plus simple du point de vue des transformations de Lorentz. Nous 
allons tout d'abord traiter le formalisme classique, puis attaquer le probleme de la quantification 
canonique de la theorie. Ce chapitre joue un role central, puisque l'ensemble des demarches, des 
principes qui regissent la construction du Lagrangien au processus de quantification, seront ensuite 
reprises avec les modifications qui s'imposent pour d'autres champs : vectoriel, spinoriel. 

3.1 Lagrangien; equations du mouvement 

Commencons par definir le champ scalaire par son comportcmcnt lors d'une transformation de 
Poincare. <j>(x) est un champ scalaire s'il est invariant sous (A, a) : cf)'(x') — <fi(x). Pour construire 
la densite lagrangiennc, on requiere pour le Lagrangien les conditions suivantes : 

1. qu'il soit relativiste, i.e. invariant par rapport aux transformations de Lorentz; 

2. qu'il soit aussi simple que possible ; en particulicr qu'il soit au maximum quadratique dans 
les champs, de telle sorte que les equations du mouvement qui en dccoulcnt soicnt lincaircs ; 

3. que revolution temporelle soient complctement determined par les conditions initiales <j)(0,x) 
et 0(0, x). Le theoreme de Cauchy impose alors que les equations du mouvement soient des 
equations diffcrcnticllcs du second ordre. Finalcmcnt, par les equations d'Euler-Lagrange, ceci 
impose que le Lagrangien ne contienne pas de derivees par rapport au temps d'ordre superieur 
a un. 

Le Lagrangien le plus general compatible avec ces contraintes est alors 

if = C 1( p(x) + C 2 cf{x) + C 3 d^(x)d^(x) . (3.1) 

On peut alors par des redefinitions du champ poser C\ = puis C3 — \, ce qui laissc un seul 
parametre libre dans la densite lagrangienne. Le Lagrangien du champ scalaire le plus simple s'ecrit 
canoniquement 

^= 1 -d IJl <f>{x)d^{x)- 1 -m 2 4> 2 {x). (3.2) 
Finalcmcnt, on trouvc Taction du champ scalaire : 

S[4>] = J d A x ^-d^{x)d^{x) - ^mV(x) j . (3.3) 

On trouve aisement les dimensions des objets apparaissant ici : [<fi] : GeV, [to 2 ] : GeV 2 . 
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Considerons alors les equations du mouvement pour le Lagrangien (3.2). 

SS = J d 4 x {^ v d^cj)d v (t){x) - m 2 cf)5<p} 

= j d 4 x {-d^<p-m 2 <j)}5(t). 

On obtient alors V equation de Klein-Gordon : 

(□ + to 2 ) 4>(x) = , (3.4) 

ou □ = d^d^ = n^d^dv. Insistons encore ici sur lc fait que ces developpement sont toujours dans 
un cadre classique. 

Avant de poursuivre avec les invariants dynamiques, nous construisons l'Hamiltonicn dc la 
theorie. On deduit successivement le moment conjugue a <j>(x) 

<x) = ^ = d°<p= <Hx) , (3.5) 

puis la densite hamiltonicnnc 

Jf = n<)>-J? = 1 - 7T 2 + 1 -(Vcb) 2 + 1 -m^ 2 , (3.6) 

ou V ee (d 1 ,d 2 ,d 3 ) . 

Remarque sur la constante C3 = —\rn 2 On comprend a ce stade la raison du choix de notation 
de cette constante. Premicrcmcnt, la dimension de to est bien celle d'une masse. De plus, pour avoir 
un etat fondamental bien defini, THamiltonien doit etre borne infcricurement . On voit ici que cela est 
equivalent a la condition to 2 > 0, ce qui est trivial si to G R. Attention, ceci ne sera plus forcemcnt 
le cas lorsqu'on aura introduit des interactions. II s'agira meme de T element cle du mecanisme de 
Higgs (cf le chapitre 10). 



3.2 Invariants dynamiques 

On cherche maintenant les grandeurs conservees du champ scalairc. II suffit pour cela d'idcntificr 
les symetries de Taction et d'en deduire les courants de Noether associes. Par construction, Taction 
est invariante par rapport au groupe de Poincare : celui-ci ayant dix parametres independants, il 
existe aussi dix grandeurs conservees. 

1. Les quatre translations : 

f x^ — > x't* = x^ + a» , 

1 </>(*) <j>>{x>) = 4>(x) ; ( • ' 

d'ou les fonctions f^. — et C( v ) = 0. line application directe de Teq (2.19) donne alors 
les courants de Noether T^ v : 

I* - d^d„<f> - 5»J? . (3.8) 



C'est lc tcnscur encrgic-impulsion, associe a Thomogcncitc dc Tespacc-temps. On trouve alors 
les quatre charges conservees par une simple integration : 



3.2. INVARIANTS DYNAMIQUES 
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(y = 0) L'energie du champ scalaire : 



E : 



d xT oa — Id 



(3.9) 



On retrouve bien la fonction hamiltoniennc, mais cxprimee cn fonction des variables 
et d^(f>. 

(y = i) On trouvc ici la quantite de mouvement du champ scalaire : 

P l = J d 3 xT 0i = J 

i.e., en abaissant l'indice i, 



-I 



d 3 x 



<f>V<P 



(3.10) 



2. Les trois rotations. Choisissons une rotation d'angle 9 autour de l'axe z 



( x° 




x'° = x° , 


x 1 




x' 1 = x 1 cos 9 — x 2 sin w x 1 — x 2 9 


x 1 




x' 2 = x 1 sin 9 + x 2 cos 9 w x Y 9 + x 2 


X 3 




x' 3 = x 3 , 


k <f>(x) 




4>'{x') = cf>(x) . 



(3.11) 



Par un calcul direct, verifions que cette transformation est bien une symetrie du champ. Soit 
la matrice jacobienne J^ u = {^^j ■ On voit immcdiatcmcnt que son determinant est cgal a 

1, et done dV = d A x. De plus d' v = (J -1 )/ d n et d ^ = Jl d "- 0n a donc 

d'^'(x')d'^'(x') - (j- 1 )^ d^W^^x) = tr p d v w* = d»4>d v 4> , 

ce qui finit de montrer qu'il s'agit bien d'une symetrie. 

Les seules fonctions non nulles sont dans ce cas /g = x 2 et /| = —x 1 . Ainsi, le courant de 
Noether m 3 associe s'exprime comme 



mg 1 = 8»4> {dKt>x 2 - d 2 (t>x 1 ) - fg^f . 
La charge conservee est la troisieme composante du moment cinetique : 

M 3 = J d 3 xm° 3 = J d 3 x {d°(t)(d 1 <j)x 2 -d 2 (t)x 1 )} 
(3 i 0) J d 3 x {-p 1 ■ x 2 + p 2 ■ x 1 } , 



(3.12) 



ou p est la densite de quantite de mouvement, voir l'eq. (3.10). On retrouve alors l'expression 
bien connue 



M 3 = / d 3 x [x A p 



3 • 



(3.13) 



3. Les boosts. II s'agit ici des trois courants engendres par les trois derniers parametres du groupe 
de Poincare. Bien qu'on puisse formellement les ecrirc, on ne connait pas leur signification 
physique. Nous n'allons donc pas nous pencher plus avant sur cette question. 

La theoric classiquc du champ scalaire est maintenant totalcmcnt connue : nous avons determine 
successivement Taction, les equations du mouvement, puis les invariants dynamiques essentiels. Nous 
allons pouvoir passer a la quantification du champ. 
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3.3 Theorie quant ique du champ scalaire 

On presente ici le processus de quantification canonique du champ, qui repose de maniere essen- 
tielle sur la quantification canonique de la mccaniquc ordinaire. L'etape centrale dans ce cas etant 
la promotion des couples de variables conjuguccs p et q en operateurs symetriques agissant sur un 
espace de Hilbert bien defini. 



3.3.1 Quantification des champs 

En theorie des champs, les variables dont depend rHamiltonicn sont les champs tt et <f>. Placons- 
nous a un certain temps fixe t et introduisons les operateurs de champ 4>(x) et n(y) auxquels on 
impose les relations de commutation au temps t : 



(i>{x),^{y) =iS(x-y) , 



(3.14) 



et 



= o 



[w(x),Tf(y}] = . 



(3.15) 



Si cette etapc est aiscc a ccrirc, clle est conceptucllcmcnt non trivialc. En particulier se pose 
maintenant le probleme d'exhiber un espace de Hilbert sur lequel agissent ces operateurs. II s'avere 
que pour obtenir un espace bien defini, il est imperatif de quantifier le systeme dans un volume fini V 
avant de passer a la limite V — > +oo (qu'on denommera par la suite limite thermodynamique) . Nous 
choisirons ici une boite cubique B de cote < L < +oo. On pourra alors parler de la transformee 
de Fourier des champs definis dans la boite, et quantifier un ensemble discret de modes du champ. 

Soit l'espace L 2 ([0,L] 3 ) = L 2 (B). Choisissons comme base orthonormee dans cet espace l'en- 
semble des fonctions propres de l'operateur auto-adjoint impulsion, avec des conditions de bord 
pcriodiques. II s'agit bien evidemment de la base de Fourier, i.e. 



ikx 



L3/2 



ou k= (k\k 2 ,k 3 ) , et & = — -,ni£N 



(3.16) 



N'importe quel champ cf) e L 2 (B) peut alors etre decompose sur cette base : 



d A ye- ik U{y)- 



(3.17) 



Si le champ <j> est reel, ses coefficients de Fourier satisfont a une condition de symetrie bien connue : 



On fait de memo pour l'impulsion gcncralisee : 



(3.18) 



ir(x) 



I?l 2 



Finalement, nous aurons aussi besoin de l'expression correspondant a une distribution 5 

1 x - 1 



S^(x) 



E 



ikx 



L 3/2 £3/2' 
{k} 



(3.19) 



(3.20) 
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Exprimons maintcnant l'Hamiltonien en fonction des nouvelles variables ip^ et wp. On a 



L 



{fc} {p> c£ — „ > {k} 



L 



=L383(k,-p) 



f d 3 x {d^{x)f = ^E ik *n E w / d3a; el3Ck+Pl = E fc ? > 

Jb {k} m Jb {k} 

ou on a utilise la proprictc dc symetrie pour les champs reels. En regroupant tout ceci, on obtient 
l'Hamiltonien 

H = \H b^s + (l*l 2 + m2 ) n^l] ■ (3-2i) 

{£} 

On peut maintenant revenir a la quantification de la theorie a partir de cette formulation dans 
l'espace de Fourier. A nouveau, l'idee de base est de faire des champs (p^ et wp des operateurs de 
champ et wp. Les relations de commutation qu'il s'agit d'imposer alors decoulent directement 
des equations (3.14) et (3.15). En utilisant la transformed de Fourier inverse, on trouve : 



to> %] = IsJ B J B SxSy {e~ rkS e-™ [iWMfi] } L hj B d 



fix e~ iS ( k+ P > 



IB J B 

D'ou les relations de commutation fondamentales : 

[<%.%]=%,-*>> ( 3 - 22 ) 

et 

<Pp] = , [?%, %] = . (3.23) 

On constate done que lc champ conjugue a ip^ est bien w_^, et non w^. L'Hamiltonien quantique, 
operateur central pour la theorie s'ecrit done : 

« = \ E + (N 2 + - 2 ) ^l] ■ ( 3 - 24 ) 

3.3.2 Construction explicite de l'espace de Hilbert 

On introduit maintenant de nouveaux operateurs dj: et at, qui a priori ne permettent qu'unc 
reecriture particulierement simple dc l'Hamiltonien, mais qui s'avereront tres utiles pour la construc- 
tion de l'espace de Hilbert. 

Commencons par remarquer l'analogic formcllc dc l'Hamiltonien (3.24) avec eclui d'un ensemble 
infini d'oscillateurs harmoniques quantiques. En effet, 

L'Hamiltonien du champ scalaire correspond done a un ensemble d'oscillateurs harmoniques quan- 
tiques independants de 'masse' M = 1 et de frequence = := J \k\ 2 + m 2 . Par analogie avec 
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ce cas simple, definissons les operateurs suivants : 

1 



4 



En inversant ces relations, on obtient : 



7= (^_ E - i*_ E ) 

y2^(^ + a - fe -) ' 
( a fe- a -fe) • 



(3.25) 
(3.26) 

(3.27) 
(3.28) 



On verifie facilement que ces definitions impliqucnt automatiqucnicnt les conditions de realite pour 
les champs ip^ et w^. De plus, on trouve les relations de commutations des nouveaux operateurs 
par un calcul direct : 



1 



et on laisse le soin au lecteur de verifier que tous les autres commutateurs sont nuls. On obtient 
done des relations de commutation analogues a ccllcs de l'oscillatcur harmonique quantique : 



et 



at, fit 
fe' p 



= 



On peut des lors exprimer l'Hamiltonicn commc fonction de ces nouveaux operateurs : 

# = ^E[y( a ^- a ^- a -fc4 + a -fc a -s) 



(3.29) 
(3.30) 



si 



{ k} m 



oil pour obtcnir la deuxicme egalite on a rcnommc l'indicc k — > —k dans le second terme. Une 
fois encore, on constate que cette expression correspond formcllcmcnt a une infinite d'oscillateurs 



harmonique decouples, d'energies = y |fc| 2 + m 2 . 

Finalcmcnt, pour construire l'espace de Hilbcrt H de la theorie, on postule l'cxistcncc d'un etat 
|0) € H avec la propriete fondamentale 

fig|0)=0 Vfc. (3.31) 

Soit alors l'etat \N) — |m, n 2 . . .) sur lcqucl on definit Taction des operateurs fi^ et fit de la maniere 
suivante : 



a kj \N) 



y/nj + 1 |ni,n 2 . . . , rij + 1, . . .) , 

v /nj|ni,ri2 . . . ,rij — 1, . . .) si rij > 1 , 
si nj = . 



(3.32) 
(3.33) 
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On pourrait verifier que ccs definitions font bien de aj et at des operateurs adjoints l'un de l'autre. 

k k 

Notons aussi que les etats \N) sont obtenus par definition a partir de |0) G H par applications 
successives d'operateurs de type at : 

j£N 3 

Soient maintenant N, M e N°°. Alors on a les relations d'orthogonalite suivantes : 

<JV|Af> ^ N = M . (3.35) 

Dcfinissons finalement l'espace H, qu'on denommera espace de Fock et qu'on notera comme 
l'espace engendre par les vecteurs |0) et |iV) : 

,? = ev({\0)}U{\N)}) . (3.36) 

Finalement. on constate que les etats \ N) sont tous des etats propres de l'operateur Hamiltonicn : 

n\N)^Y, n ^ + \H £ k- (3-37) 
En particulicr, l'etat |0) est l'etat d'energie minimalc du systeme. 



Interpretation On peut a ce point donncr une interpretation physique de tous les elements 
introduits jusqu'ici. L'etat |0) correspond a l'etat du vide de la theorie. Les operateurs at et ag sont 
alors respectivement des operateurs de creation et (^'annihilation d'une particule dans 1 etat indexe 
par k, d'energie e^. Enfin, l'etat |iV) est l'etat a N — nj particules dont nj sont dans l'etat kj. 
De plus, comme les operateurs de creation commutent tous entre eux (voir l'cq. (3.30)), l'etat \N) 
est symetrique par rapport a l'echange de deux particules : on est done en presence d'un systeme 
de bosons. De plus, tout etat de l'espace de Fock pourra s'ecrire comme une combinaison lincairc 
des etats a N particules : 

^9|vl/)^^ |0)+^^(fc 1 )ai i |0) + -^ ^1,^^10) + ..., (3.38) 

{fel} ' {ki},{k 2 } 

ou les fonctions ip(k\, . . . , k n ) sont completement symetriques, puisque les operateurs at commutent. 
Lcur signification est claire : ip est 1' amplitude de probabilite de mesurer le systeme dans l'etat 
du vide, ip(ki) l'amplitude de probabilite de mesurer le systeme dans un etat qui correspond a une 
particule de quantite de mouvement k\, etc. En effet, 

(k\V) = ^ V(fci)(0|a^tj0) = ^ V(^i){ (0|a t fci a fc -|0)+^ fe ~ i (0|0) } - 1>$) ■ 
{hi} {ki} =0 = i 

L'equivalent de la fonction d'onde de la mecanique quantique est done un vecteur a nombre infini 
dcnombrablc de composantcs, dont chacune est une suite de nombrcs complexes : ^ipQ,tp(k),ip(k,p), . . 

Pcut-ctrc le lectcur attcntif a-t-il note un problcmc important qui surgit dans l'eq. (3.37) : en 
raison du deuxieme terme, cette expression est infinie. On constate de plus que cette composante 
divergente correspond exactement a l'energie de l'etat |0), i.e. l'energie du vide. On peut alors 
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formellcmcnt renormaliser cette expression en soustrayant a rHamiltonicn une quantite opposee, ce 
qui revient simplement a shifter l'ensemble du spectre d'cncrgic. On posera done pour la suite 

Finalement, un calcul analogue a eclui qui a mene a cct Hamiltonien produit une expression 
semblablc pour l'operateur quantite de mouvement : 

Pj = - I d 3 x n(x)d^(x) = ikjwtfl = Yl k i 4^ ■ ( 3 - 40 ) 

{£} {£} 

On constate ainsi que H et Pj commutent et que les etats \N) ferment un ensemble d'etats propres 
communs a l'Hamiltonien et a la quantite de mouvement, d'ou leur interet fondamental. 

3.3.3 Limite thermodynamique 

En utilisant les equations (3.27), (3.28) et la decomposition de Fourier des champs, donnons une 
expression explicite des operateurs 4>(x) et tt(x) : 

{E}V k 

^) = 71/2 E J \/f (-ape^ + ale-^) . (3.42) 
{p} V 

On va maintenant passer a la limite L — > oo. Cette limite fait naturcllcment passer d'un ensemble 
discret de points dans l'espace reciproque k a un continuum d'etats. En particulier, les sommes 
deviendront des integrales et les 5 de Kronecker seront remplaces par des 5 de Dirac. 

- (d'une somme a une intcgralc) 



3 / T \ 3 

k k — k (t) An k 
(de Kronecker a Dirac) 

3 



d'ou fi = (^) 3 ct done S Up (^y5(k-p) (L-»oo). 
(operateurs de creation et d'annihilation) A partir des resultats ci-dessus, on constate que 
le commutateur [&£,ajy] devient explicitement dependant de L. Autrement dit, il n'est pas 
propement defini dans cette limite. Pour palier ce defaut, on definit les nouveaux operateurs 
a(k) par 

a(k) = ^T K a s 4=> h% = —L—a{k) . (3.43) 

Ces nouveaux operateurs satisfont a des relations de commutation bien definies dans la limite 
qui nous interesse, puisque 

a{k),tf(p)\ = (2ir) 3 2ej;5(k-p). (3.44) 
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La raison pour laquelle on a aussi 'ajoute' le facteur ^/2e^ deviendra claire par la suite, 
lorsqu'on montrera que c'est ce choix particulier qui rend la theorie Lorentz-invariante dans 
la limite L — > oo. 

Ainsi dans cette limite, on obticnt finalement les expressions suivantes, c'est la fin de la quanti- 



fication du champ scalaire : 

= S j0^{ h{%yis+ ^ {%)e ^ kS ) ; (3 - 45) 

Tr(f) = y^^-^(- fejE ){a(fc) e <fe -ot(A)e- ife } ; (3.46) 

/rl 3 k -> 

j2nW^ £ ^ imk)] (3 - 47) 

P j = J J2nf2^ y ^ {mk) - (3 - 48) 
Invariance de Lorentz On montre que la mcsurc d'integration obtenue, a savoir mMs^z > es t 



une bonne mesure, dans le sens qu'elle est invariante par rapport aux transformations de Lorentz. 
En effet, on sait que S 4 (k l _ l k' 1 — to 2 ) est une grandeur pseudo-scalaire 1 . On peut alors ecrire 2 : 

d^XW - to 2 ) = 5(k k° -k 2 - to 2 ) = 5(k k - el) = [6(k° - eg) + S(k° + e £ )] . 
Alors on a Tegalitc 

pour toute fonction scalaire invariante / (k^k^). La grandeur d A k etant aussi pseudo-scalaire, le 
mcmbre de gauche est scalaire, i.e. invariant par rapport au groupe de Lorentz. On en deduit que 
le membre de droite Test aussi, et done en particulier que la mesure qui decoule du choix (3.43) est 
bien invariante, l'integrant devant etre pris sur la surface d'energie k° — eg. 

3.3.4 Representation de Heisenberg 

Jusqu'ici, nous avons quantifie la theorie a un instant t fixe. On pourrait continuer ainsi et fairc 
porter revolution sur les etats de l'espace de Fock. En theorie des champs, on prefere generalement 
travaillcr en representation de Heisenberg, oii devolution temporelle est portee par les operateurs 
agissant sur l'espace de Hilbert. 

Pour un operateur A(t) defini sur on rappelle que F equation d'evolution est donnee par 

(3.49) 

ou l'indicc H indique qu'il s'agit de l'operateur en representation de Heisenberg, par opposition a 
celui dans la representation de Schrodinger qui n'evolue pas. La solution de cette equation peut 
formellement etre ecrite de la maniere suivante : 

A H (t) = U}A{{))U t , ou \] t = e- i ' At . (3.50) 

1 On rappelle qu'une grandeur X est dite pseudo-scalaire si lors d'une transformation de Lorentz A, elle se trans- 
forme comme X — » X' = dct AX. 

2 On se souvient de la propriete suivante : 5 (f(x)) = X], tttt — \\$( x ~ x j)i ou / ( x j) = • 



i-rA H (t) 



H,A H (t) 
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Ainsi, pour l'operateur de champ (f>(t,x), on obtient 

H (t,f) = e i7i ^ s (f)e- i7it . (3.51) 



Mais on a 
En effet, 



e 7da ae^ aa = e^a et e im aV 7 ^ = e 1 ^ . (3.52) 



d 

. . . . ... .... ^ fUU ^ g — 



e 7aat ae- 7aat = e" 7 a, 



et de meme pour le conjugue. On a utilise la condition intiale suivante (e« aa ae-" iaa )\ = a. En 

V / 7=0 

appliquant ce resultat a l'eq. (3.51), on obtient le champ 4>(t,x) en representation de Heisenberg : 



4> H {t,x)= J * 3 l £{k) {j^KkV^e-™ + e^at(fc)e-' fe e-^} 
= y (27r) f 2 fc £(fc) {e- l£ ( fe ) t a(fc)e lfe + e^'a^e"^} 



Ifc°=e(fc) 



De meme, on trouvc le champ conjugue %{t,x). On a finalcment completement rcsolu le problcmc 
du champ quantique regit par le Lagrangien (3.2), y compris revolution temporellc : 

= / (2nri(k) {^)e- ik ^+a^k)e ik ^} ; (3.53) 
*H(t,Z) = f ajS^ i-ieW) {Kk)e~ ik ^ a\k)e ik ^} , (3.54) 



(27r) 3 2e(fc) 
avec k° = e(k) . 

Re marques 

On constate que le champ de Heisenberg vcrific l'cquation du mouvcmcnt classiquc : l'cquation 
de Klein-Gordon est valable aussi bien en theorie classique et en representation de Heisenberg 
de la theorie quantique. En effet, 

(□ + to 2 ) 4> H (t,x) = (d^ + m*) J {2jT ^ £{k) {a(k)e- ik »*" +a\k)e ik ^} 



ja(fc) (-ifc") + to 2 ] e~ ik " xlJ + h.c] 



(27r) 3 2e(fc) 

= -e(fe) 2 +fc 2 +m 2 =0 

Des expression pour les champs <j>H(t, x) et nn(t, x), on voit immediatement que ce sont bien 
des scalaires. 

On a 7r/f (t, x) = d t 4>H(t, x) ; on retrouve aussi a ce niveau l'equation classique, mais entre les 
opcrateurs quantiques en representation de Heisenberg. 
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3.3.5 Le spin du champ scalaire 



On montre en theorie quantique generale que le moment cinetique total M, associe a l'isotropie 
de l'espace, peut etre decompose en deux termes de nature differente : 



M = S + L . 



(3.55) 



oil L est le moment cinetique orbital, qui depend de la quantite de mouvement et de la position de 
la particule par rapport a un point arbitrairement fixe, et ou S est le spin, ou moment cinetique 
intrinseque, qui ne depend d'aucun de ces parametres, mais seulement de la nature de la particule 
en question. Montrons que le spin du champ scalaire est nul, et done que le moment cinetique total 
se reduit au moment orbital. 

Nous procedons par une approche algebriquc. Calculons 



- J d 3 ye ljk 7t{y)dj4>(y)y k ,4>{x) = - J d 3 ye ljk n{y},4>{x) 
ieij k dj(f>(x)x k . 



dj<j>{y)yk 



A l'aide de cette relation, calculons Taction de Mj sur un etat quelconquc a une particule. Une 
expression generale est donnee par 



'*> = / 



d 3 x X {x)^{x)\Q) 



(3.56) 



ou x(af) e L 2 (R) est F equivalent de la fonction d'onde en mecanique quantique, avec la normalisa- 
tion appropriee. Comme Mj|0) = 0, on trouve : 



Mil*) = Mi / d 3 x X {x)m\Q) 



= d 



x X (x) { [Mi, 0(f)] + 4>(x)Mi} |0) = / d 3 x X (x)ie l:jk d^(x)x k \0) 



= J d 3 x {ie ijk (d jX {x)x k + X {x)6 kj ) </>(£)} |0) 
1 d 



d 3 5 



x A 



i dx 



X{x) 



0(5)|O). 



(3.57) 



On voit done clairement par Taction de Toperateur moment cinetique sur la fonction d'onde que 
seul existe un moment cinetique orbital. Le champ scalaire n'a pas de moment cinetique intrinseque : 
e'est un champ de spin 0. Cc rcsultat aurait d'aillcurs pu etre attendu deja de Texpression initiale. 
En effet, Toperateur M ne contient qu'un seul terme qui depend explicitement de la position x, et 
done du choix arbitraire de Toriginc : il n'a done pas de partie intrinseque. 



3.3.6 Resume de la demarche 

A ce stade, on en a csscnticllcmcnt tcrmine avec la theorie (classiquc et quantique) du champ 
scalaire. Rappelons les etapes principales de la demarche de ce chapitre, puisque la logique sera 
tout a fait similaire dans T etude des autres champs. 

1. Construire un Lagrangien classique a partir d'un nombre restreint de principes fondamentaux 
(en particulier les symetries). 

2. Identifier toutes les symetries de Taction. 

3. En deduire les invariants dynamiques, i.e. les grandeurs conservees lors de l'evolution. 
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4. Calculer les impulsions conjuguees de la theoric. 

5. Construirc l'Hamiltonien classiquc. 

6. Rcmplacer les champs classiques par des operateurs de champs quantiques agissant sur un 
certain espace de Hilbert. 

7. Trouver leur representation en fonction d'opcrateurs de creation et d' annihilation. 

8. Construire l'espace de Fock. 

9. Exprimer les invariants dynamiques en fonction des a(k) et a^(k). 
10. En dcduire les nombres quantiques caracteristiques du champ. 



3.4 Le champ scalaire complexe 

Nous avons considere jusqu'a present des champs reels. II s'avere qu'il est aussi possible de 
travailler avec des fonctions complexes. Cette extension au plan complexe est mcmc csscntiellc, 
puisqu'une nouvelle symetrie apparait, l'invariance de jauge U(l), dont decoule la conservation de 
la charge. 



3.4.1 Lagrangien et quantification 

Pour construire le Lagrangien, il suffit d'imposer les memes contraintes qui ont conduit a (3.2), 
et d'exiger de plus que la densitc lagrangicnnc obtenuc soit reelle. En effet, cette derniere induit 
dircctcment l'Hamiltonien et done l'energie qui est une grandeur reelle. On obtient ainsi 



-Sf = {xf d^(j> (x) - m V (a;) <j> (x) . 



(3.58) 



Pour comprendre ce que represente physiquement ce Lagrangien, effectuons le changement de 
variables (unitaire) suivant : 



s/2 sf2 
1 -i 
V2 V2 



(3.59) 



ou les nouveaux champs 4>\ (x) et <j>2 (x) sont desormais pris purement reels. On s'est ainsi ramcne 
au cas precedent, puisque le Lagrangien s'ecrit maintenant 



2? = d„ 



V2 



{<f>i - i<h) 



V2 



(0! + i<j> 2 ) 



to 2 -^= (0! - ifo) ^ (0i + i<h) 



(3.60) 



Le champ complexe est done equivalent a un ensemble de deux champs reels, independants et de 
mcme masse, sans spin. Pour quantifier la thcorie, on pourra alors suivre pas a pas la demarche 
de la section precedente. En bref, on imposera les relations de commutation suivantes entre les 
operateurs de champ : 

4>i(x),7tj(y) =iSijS(x-y). (3.61) 
On pourra alors decomposer les champs sur leurs modes de Fourier qui satisfcront 



jp] 



l J k,—p 



(3.62) 
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Finalcmcnt, on introduira deux families d'operateurs de creation et d' annihilation, associees chacune 
a l'un des deux champs : 

4>i{x) ~» oi(fc), a\(k) , 
02 (a) ~» a 2 (fc), a|(fc) , 
ct lcs commutateurs dcvicnncnt alors naturcllcmcnt : 

SijS iiir (3.63) 



Nous notons ici que nous avons evidemment omis les commutateurs triviaux. La nature des parti- 
culcs ainsi creees devient tres claire lorsqu'on ctudic lcurs nombres quantiques associes aux differcntcs 
symetries du systeme decrit par le Lagrangicn (3.58). 

3.4.2 Symetries : la charge electrique 

Comme dans le cas du champ scalaire reel, le groupe de Poincare est claircment un groupe de 
symetrie du systeme. Mais l'extension de l'ensemble des valeurs des champs au plan complexe et 
1' exigence de realite du Lagrangien a fait apparaitre une nouvcllc symetrie : les changcmcnts de 
phase 

r M > T 'M — r fi 



<t>(x) — ► (p'(x') = e- ia <f)(x) , ael. ( ~ 3 ' 64 ^ 

On verra plus tard que ce cas est le premier exemple de la theoric plus generale des symetries de 
jauge, essentielles pour la construction du Modele Standard. II s'agit ici de la symetrie abelienne 
U(l). 

En utilisant la transformation (3.59), on constate que les changements de phase correspondent 
a des rotations dans Fespace 0i, <p2- En effet, on obticnt 

( cpi(x) — > 4>'i{x') = <j>i(x)cosa - 02 (a;) sin a , (3Q5) 
X 4>2{x) — > ^' 2 (x') = 4>i(x) sin a + fofa) cos a . 

Pour obtenir le courant de Noether associe, ecrivons les transformations (3.64) sous forme infi- 
nitesimale, en considerant <fr et son conjugue comme deux champs indcpendants : 



<p(x) — > <P'{ X ') = 4>{ x ) ~ ict(j>(x) , 
</>*{x) — ► 4>*'{x') = <f>*{x) + ia<j)*(x) , 

d'ou C\ = —i<f) et C*2 = i(j>* . En appliquant le thcorcmc de Noether, on trouve alors 



(3.66) 



qu'on notera souvent 

= i<j>*d tl <t>, (3.67) 
avec la definition evidente de d^. En termes des champs reels 4n : 

= fad* fa - fad^fa ■ (3.68) 

On en deduit la charge conservee : 

Q = j d 3 xO = J d 3 x {fodofa - fadofa} . (3.69) 
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A ce stade-ci de la discussion, il n'est pas evident que cette grandeur correspond cffcctivcment a 
la charge electrique standard. Ceci n'apparaitra que lorsqu'on traitera l'electrodynamique quantiquc 
en interaction et que la symetric U(l) fournira le courant electrique bien connu des equations de 
Maxwell. 



3.4.3 Les antiparticules 

Avcc cc premier cxcmplc du champ complcxc apparait naturellement un clement csscntiel en 
theorie quantique des champs : les antiparticules, qu'on va caracteriser dans cette section. 

Par analogic directe avec lc champ scalairc reel, on peut immcdiatcmcnt ccrire les expressions de 
rHamiltonicn ct de la quantite de mouvemcnt cn tcrmes d'operateurs de creation et d' annihilation : 

^ = J {2nf2e{k) ££ { at i$ ai $ + 4Wa2(fc)} 5 (3.70) 
P = I (2ir)*2s(p) pfaW^P) + 4(£M£)} . (3.71) 
Quant a la charge, on trouve 

X / {2.y P 2e{ P ) ^{-^~ iP ^ + a\( P )e^} - (1 ~ 2) 

= / (2^) / (2^) W {-a.WaxWe^^ + if) 
+a 2 (k)a\(p)e-^ ka - p ^ x ° 6(k - p) 
-al(k)a 1 (p)e l(k ^ Po)x ° 6(k - p) 
+al(k)a\(p)e l(ka+pa)x ° S(k + p)} - (1 <-» 2) 



(2?r)32g(fc) 2 |«2(fc)ai(-fc) + a 2 (k)a\(k) - 4(fe)oi(fc) + a\{k)a\{-k) 
—ai(k)ci2(—k) — hi{k)a\(k) + a\(k)a 2 (k) — a\(k)a\(— fc) j 

Remarques Utilisons une notation matriciellc pour les operateurs ci-dessus 

d 3 k , + , x / £ , 



d(5 S ) ( £ ) = 



On constate done que si l'Hamiltonicn ct la quantite de mouvement sont diagonaux par rapport 
aux indices 1, 2, la charge ne Test pas. En particulier, ccla signifie que les etats \N) a nombre donne 
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de particulcs nc sont pas des etats propres de la charge. Lcs particulcs, telle qu'clles ont ete dermics 
jusqu'ici, n'ont done pas de charge electrique bien dermic. On va done chercher une transformation 
adaptee des operateurs a, qui rendent les trois operateurs ci-dessus diagonaux. 

Definition Soicnt un couple d'operateurs (a, a*) tel que [a,a^] = 1 . On appelle transformation 
de Bogoliubov, une transformation 

b = Aa) + Ba+C, . . 

St = B*tf+A*a + C\ ( ' 

telle que lcs nouveaux operateurs soicnt encore des operateurs de creation ct d'annihilation, i.e. avec 



b, &t 



= 1. On montre facilement que e'est le cas si et seulement si 

L4| 2 -|B| 2 = -1. 



Appliquons alors une transformation de Bogoliubov a notre systeme de deux champs a\, a\. 



Choisissons 

a = 75 (ai + ia 2 ) , o t 
b = ^ (ai - ia 2 ) , 6 f 
Les relations inverses s'ecrivent 




(3.76) 




at = 

at = 




(3.77) 



Rcexprimons les termes bilincaires apparaissant dans les eq. (3.72), (3.73) et (3.74) 

a\d\ + a\a,2 = a) a + b^b , 



d'ou les expressions suivantes 

n = 



a\a2 — a\a\ = —i (a 1 a — bfibj ; 



d 3 k 



(27r )3 2£ (fc) £ £ { fit + Hk) r b(k)} ; (3-78) 

P = J (27r)^(fc) £ { at(Jb)a(fc) + &(fc)t&(fc) } 5 (3 - 79) 
= / (2n)*i(k) {« f ( fc ) a ( fc ) - *(*)'*(*)} ■ ( 3 ' 8 °) 

L'objectif initial est atteint : par rapport aux nouveaux operateurs a ct b, tant l'Hamiltonien et 
la quantite de mouvement que la charge sont diagonaux. L'espace de Fock est maintcnant engendre 
par deux nouvelles families d'operateurs de creations : a^(fc) et b^(k). Analysons les proprictes de 
ces particules a partir des operateurs diagonaux ci-dessus. D'un cote, 

Wa t (fc)|0) = e jg o t (jfe)|0) ct Qtf(k)\0) = a + (fe)|0> , (3.81) 

et de l'autre, 

WS t (fc)|0) = eg6 t (A)|0) et Q ft (k)\0) = -ft (k)\0) . (3.82) 
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Les particulcs 'a' et '6' possedent done la meme cnergie et la meme quantitc dc mouvement, mais 
une charge (electrique) opposee. On parle alors d' antiparticules. L'operateur a'(k) crec done unc 

particule de quantite de mouvement k, d'energie = \J \k\ 2 + m 2 et de charge Q = +1 (c'est 

la valeur propre de Q), alors que b>(k) est un createur d'une antiparticule de meme quantite de 

mouvement k et d'energie = \J \k\ 2 + m 2 mais dc charge Q = — 1. 

La suite des operations de ce chapitre peut paraitre suprenante au lecteur non encore habitue a 
la theorie quantique des champs. En particulier, la notion de particule semble ne pas ctrc claircment 
definic. II faut bien comprendre ici qu'une particule ne se definit qu'a partir des nombres quantiques 
qui lui sont associes. Pour cela, on doit done trouver une base dans l'espace de Hilbert pour laqucllc 
les invariants dynamiques du champ soient tous diagonaux. C'est finalement la l'essence de la theorie 
quantique. 

Avant de conclure ce chapitre, nous donnons encore explicitement la representation de l'operateur 
de champ (f>(x) dans la nouvelle base. Nous ne donnons pas le calcul ici ; on trouve apres quelques 
manipulations triviales 

^=7(2,^^^ ^ 

Passons maintenant a une representation plus compliqucc du groupe de Lorentz : le champ 
vectoriel. 



Chapitre 4 

Le champ vectoriel 



Apres le champ scalaire, nous allons etudier le champ vectoriel , qu'on definit a partir de ses 
proprietes par rapport aux transformations de Lorcntz : 

A'Haf)=M* v A v (x). (4.1) 

Propriete Tout champ vectoriel peut etre decompose de la maniere suivante : 

A»(x) = A^(x) + A {tr ^{x) , (4.2) 
ou A^ tJ -(x) est tel qu'il existe un autre champ (f>(x) pour lequel 

A«"(i) = d»<f>{x) , (4.3) 

ct A^ tr ^(x) est a divergence nullc : 

d tl A ( > tr ^(x) = 0. (4.4) 

On appcllcra A^^(x) la partie longitudinale de A** (a;), et A^ tr ^(x) sa partie transverse. Cette 
denomination provicnt de l'analyse de Fourier. En effet, dans l'cspace reciproque, les equations 
ci-dessus deviennent 

kA tr) " = o • 

Le champ longitudinal est done oriente selon k, alors que le champ transverse lui est orthogonal. 

Nous commengons par etudier le champ vectoriel massif, dont on verra qu'il possede dans l'espace 
tridimensionnel K 3 les deux composantes longitudinale et transverse. Le champ non massif s'en 
distingue precisement profondement par le fait qu'il est purement transverse. 



4.1 Le champ vectoriel massif 

4.1.1 Construction de la densite lagrangienne 

Afin de decrire le systeme, nous devons bien evidemment commencer par construire Paction 
pour le champ vectoriel. Pour cela, reprenons les contraintes imposees lors de l'ctablisscmcnt de 
la densite lagrangienne du champ scalaire, a savoir invariance de Lorentz, linearite des equations 
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du mouvement et dependance dans les champs et leurs derivees premieres par rapport au temps 
uniquemcnt. La fonctionnellc la plus generale compatible avec ces contraintes peut s'ecrire 

if = C\A P A P + C 2 d p A v d p A v + C 3 dpA v d v A p + C 4 d^d v A v + C 5 d p A p . (4.5) 

On peut considerablement simplificr cette expression. Considerons Faction, i.e. l'integrale sur tout 
l'espace-temps de cette densite. Premieremcnt, lc dernier terme peut etre elimine par une application 
directe du theoreme de Gauss. De plus, les deux termes precedents sont en fait equivalents apres 
une double integration par partie. En effet, 

dpA»d v A v ^ -d v d p A p A v ^ dvAfdpA" = d v A^A v . 

Finale me nt, on rcdefinit les const antes d rest antes pour obtcnir l'expression suivante : 

% = \ad p A v d p A v + 1/3 dpAvVA* + l -m 2 A P A P . (4.6) 

Equations du mouvement II est alors aise de deduire les equations du mouvement : 

SS = <^=> -ad^Av - !3d u d p A p + m 2 A v = . (4.7) 

II est utile pour la suite de donner une expression explicite des quatre equations ci-dessus pour les 
indices spatiaux et temporel : 

(y = 0) - ad 2 t A - (3d? A + aV 2 A a — /3<9 t V • A + m 2 A = 

<^=> (a + f3)A = aV 2 A -pV ■A + m 2 A Q ; (4.8) 

(v = i) - ad 2 A t + aV 2 Ai - (3d t A - /3<9 4 V ■ 1+ m 2 A, l = 

<^=> aA = aV 2 A + f3VA Q + (3v(v-A^+m 2 A. (4.9) 

Fonction hamiltonienne Avant de poursuivre, calculons la densite d'energie. Une fois encore, il 
suffit de calculer le courant de Noether associe aux translations dans le temps. On a ffi = Sq, d'ou 

p _ U-t, p p 

= {ad»A v + pd v A») d p A v 5 p - 5% (| d p A v d p A v + | d p A v d v A p + ^- A P A P 

On trouve alors la densite d'energie T 00 au point (t, x) : 

Too - ad A v 8 A v + f3d v A d Q A v - -d p A v d p A v - ^d p A v d v A p - —A P A P 

= a (d a A ) 2 - a (doA,) 2 + f3 (d A ) 2 - (9 ^^A ) - | (d A ) 2 + | {d^f + | (^Aof 

- f (diAjf - | (d Ao) 2 + | (doA^Ao) + \ (d t A d A t ) | (d^djA,) - ^-A 2 + ^A 2 
= \{<* + P) (^oA,) 2 - l -a (doA,) 2 + l -a (d^of - \a (d t A,) 2 

- \{5 (diAjdjAi) \m 2 A 2 + \m 2 A 2 . (4.10) 
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A l'aide de (4.10) et des equations (4.8) et (4.9), nous allons maintcnant dcduirc lc domainc dcs 
valours admissibles pour les parametres a et (3. Pour l'instant, nous allons considerer le cas m 2 > 0. 
La premiere exigence est naturellement la positivite de la densite d'energie : en effet, la thcoric 
sera bien definie pour autant qu'elle possedc un etat d'energie minimale, stable. Or on constate 
que si ceci ne posait aucun probleme pour le champ scalaire a la condition d'avoir m reel, ce n'est 
plus le cas ici, puisqu'il apparait plusieurs signes negatifs dans (4.10). En particulier, montrons que 

si les champs Ao(t, x), Ao(t,x), A(t,x), et A(t,x) etaient choisis independamment, alors l'energie 
pourrait toujours etre negative, quel que soit le choix des parametres libres du Lagrangicn. Prenons 
succcssivcmcnt (par cxcmplc) 





indcpendants de (t, x) 




=> 


Too = 


-\™ 2 Al+ l -m 2 A 2 


=> 


m 2 = 


• A 


= Ai = A 2 = et A 3 


= As(t) 


=> 


Too = 


-\a{d t A 3 f 


=> 


a < ; 


•A, 


= A 2 = A 3 = et A 


= A (x 3 ) 


=> 


Too = 


\a{d 3 Aof 


=> 


a > ; 


• A 


= Ai = A 2 = et A 3 


= A 3 (x 3 ) 


=> 


Too = 


-\(3{d s A 3 d 3 A 3 ) 


=> 


/?<0; 


•A, 


= A 2 = A 3 = et A 


= A (t) 


=> 


Too = 


\{a + (3) {doAof 


=> 


> 0. 



Ainsi, si Ton suppose qu'il est possible de choisir les champs de manicrc indcpcndante, et que 
parallelement, on impose la positivite de la densite d'energie, alors l'espace des parametres possibles 
se reduit a a — 0, /3 = et m 2 — 0. Lc Lagrangicn est alors uniformcmcnt nul, lc systcme n'existe 
pas. 

En conclusion, il est done indispensable d'avoir une ou plusieurs contraintes entre les champs qui 
restreignent les choix possibles, et ne permettent done pas la suite proposee ci-dessus. Tournons-nous 
alors vers les equations du mouvement (4.8) et (4.9). 

Ces equations sont des equations differentielles du second ordre par rapport au temps. Elles 
constituent done a priori un probleme regulier de Cauchy, dont on sait par le theoreme de Cauchy- 
Lipchitz que la solution est cnticrcmcnt caracterisee par les conditions initiales ^0(0,3;), Ao(0,x), 

A(0,x) et A(0,x), auxqucllcs il est possible de conferer une valcur arbitraire. Mais nous venons de 
voir que ceci est incompatible avec une fonctionnelle energie definie positive. On en conclut done 
que les equations du mouvement ne peuvent pas former un probleme regulier de Cauchy et qu'au 
moins Tunc d'entre elles doit se reduire a une simple contrainte. Pour cela, il y a trois possibilites : 

1. a + (3 = , a = ; ceci est totalement ininteressant, puisqu'alors a = /3 = 0, et les equations 
du mouvement se reduisent m 2 A^ — 0, et le champ n'a done pas de dynamique. 

2. a + /3^0, a = 0;on obticnt alors (3 ^ et «5f = \j3 d^A v d v A^ + \m 2 A^A^. On montrc 
que la theorie que Ton obtient est simplcment celle d'un champ scalaire. Pour cela, posons 

A„ = B^ + d^, avec d v B v = Q. 

Lc Lagrangicn devient 

2=\& + (d u B» + d»d»4>) + l -ra 2 (B M + 8^) (B" + d»<f>) 

= X -{3 [dnB v d v B» + d^B^d^ + dy.dvWB* 1 + dnd v <f>d v d»<j>] 
+ l -m 2 [B^ + + d^B» + d^4>] . 
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On peut alors effectuer des integrations par parties dans Taction pour deplacer Taction des 
opcrateurs derivees. II suffit d'utiliser la condition de divergence nulle du champ pour 
constater que les seuls termes essentiels dans la densite lagrangicnnc sont 

S? = ^d^d^d^+^m 2 B^ + ^m 2 d^d^ . (4.11) 

En faisant varier Taction par rapport aux champs et B^, on obtient aisement les equations 
du mouvement suivantes : 

m 2 B^ = 0, (4.12) 
□ -^□0 = 0. (4.13) 

Le champ B^ est done uniformcmcnt nul, ct Tcquation (4.13) se reduit a une equation de 
Klein-Gordon pour le champ £ = □</>. On a done montre que pour ce choix des parametres, 
lc Lagrangicn original nc decrit rien de plus qu'un champ scalaire reel. II ne reste done qu'un 
seul cas : 

3. a + [3 = , a^0;on verra que ce cas fournit effectivement une nouvelle et bonne theorie. 
Faisons le choix pratique a = — 1, et done (3 = +1. Definissons lc nouveau tenscur F M „ a partir 
des derivees du champ A^ 

= dpAv - dvAp , (4.14) 

dont on remarque au passage qu'il est antisymetrique : = —F vll . 
La densite lagrangicnnc s'ecrit alors 

^ = -\f^ v + \m 2 A^ . (4.15) 

Finalcmcnt on laisse au lecteur le soin de verifier que les equations du mouvement obtenucs 
sont 

d^F^ + m 2 A u = , z/ = 0,...,3. (4.16) 
On les appelle equations de Proca. 

4.1.2 Nombre de champs independants 

Dcvcloppons maintcnant la theorie associee au Lagrangien (4.15). Commencons par reecrirc les 
equations du mouvement en composantes : 

0= (m 2 -V 2 ) A -V ■ A; (4.17) 
J*=V 2 A-Vi -V(V-A) -m 2 A. (4.18) 

De plus prcnons la divergence de Tequation de Proca. Comme F^ v est antisymetrique, on a 
d v d^ v = 0, et done 

(4.16) => d v A v = 0. (4.19) 

Le champ vectoriel massif est done un champ purement transverse dans Tespace-temps. Notons 
cependant qu'il ne Test pas par rapport a Tespace tridimensionnel M 3 : diA % ^ 0. En general, on 
reserve la tcrminologie transverse pour ce dernier cas. On verra dans la suite de cette section que 
le champ massif possede aussi bien une composante longitudinale que transverse. 
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On observe done que les huit champs A^(x) et A^(x) ne sont plus independants, puisqu'il existe 
maintenant deux equations de contrainte, a savoir A — V • A et l'eq. (4.17). En effet, cette derniere 
n'a plus le statut d'equation du mouvement pour la composante '0' du champ, puisqu'elle ne contient 
plus de derivee temporelle de A . Elle permettra simplement d'extraire algebriquement A°(t,x), 
connaissant A l (t, x) et A l (t,x). 

Pour specifier une solution des equations du mouvement, il suffira done de fixer independamment 
les six champs A l (t, x) et A*(t, x). C'est la la difference avec l'analyse du debut de ce chapitre, ou un 
choix arbitraire des parametres du Lagrangien conduisait a l'independance de huit champs. C'est 
precisement cette nouveaute qui fait que l'energie est desormais une grandeur definie positive. 



4.1.3 Invariants dynamiques : energie et quantite de mouvement 

Pour donner une expression de ces deux invariants, on considere les translation d'espace-temps 
et on applique lc thcoremc de Nocthcr. Commcngons par calculcr 



dJS? dSe dF a 



= -\f»%„ + \F<*^ av = - l -F% + \f v » = -Ft . (4.20) 
Le tenseur energie-impulsion du champ vectoriel massif est done 

ou encore 

T"„ = -F^duA" - . (4.21) 
On en tire alors la nouvelle expression pour la densite d'energie : 

Too = -F 0ll doA» + \f^F^ - \m 2 A^ 

= FoJoAt - \ (F 0l ) 2 - \ (F i0 f + \ {F^f \m 2 A\ + \ m 2 A 2 

= FoidoAi - \ (F 0l ) 2 + I {Fij) 2 l -m 2 A 2 + \m 2 A\ , 

ou on a utilise lc fait que F^ = par antisymetrie (pas de sommation sur /i ici). Par ailleurs, de 
l'equation de Proca on tire A = —^jd^F^ = —^diF 10 et done A = ^ (diF i0 ). De la definition 
du tenseur F^ u , on a aussi d^Ai = F M + diA . D'ou 

Too = F 0i (F 0t + d t A a ) - l - (F 0l ) 2 + 1 (F^f - (d^f + l -m 2 A 2 

= \ (F 0l ) 2 + FvAAo + \ {Fi 3 f (d^) 2 + \m 2 A 2 . 

Finalcmcnt, l'energie totale sera Pintegrale de cette expression sur tout l'espace. On peut alors 
integrer par partie le second terme pour obtenir : 

FoidiAo - -d.Fo, (^LdjFjo) = \ {d % F 0l ) 2 , 
\m 2 J m 2 

et l'energie totale est done simplement 

E = Jd 3 x ^-(F 0l ) 2 + -L {9iFi0 f + 1 {Fij f + \m 2 A 2 } > . (4.22) 
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Le but est done attcint : l'energie est une fonctionncllc definic positive. La theorie aura done un etat 
fondamental stable et bien defini. Lc Lagrangien que nous avons propose peut done etre considere 
comme un bon Lagrangien. 

Avant de passer a la suite, utilisons l'eq. (4.21) pour donner l'expression de la quantite de 
mouvement du champ vectoriel : 

P, = J d 3 xT° t = J d 3 x {-F^d.A 3 } P= J d 3 x {f^V^} . (4.23) 

Pour pouvoir lancer la procedure de quantification, nous aurons finale me nt besoin des impulsions 
conjuguees ct de l'Hamiltonien. Le champ B^, conjugue a A^ est donne par 

= " —, \ = -F°^ . (4.24) 

En particulier, B° = 0, ce qui n'est pas surprenant : il est le conjugue d'un champ qui n'est 
pas un veritable degre de libcrte de la theorie. La densite hamiltoniennc est alors immediate : 
Jt? = (doA^) — Jzf, ct on obtient ainsi l'Hamiltonien de la theorie : 

H = Jd 3 x {ifl? + ^ {d lBl f + \ra-A\ + , (4.25) 

ou Bi — Fio- On constate done encore une fois que l'Hamiltonien est egal a l'energie, et qu'il est 
defini positif pour autant que m 2 > 0. La quantite de mouvement dans ces nouvelles variables s'ecrit 
alors 



= J d 3 x {SiVA^J . (4.26) 



Rcsumons brievemcnt ce qui a ete fait jusqu'ici. Partant de la densite lagrangienne la plus 
generale compatible avec les contraintes de symetrie et de simplicite qu'on s'est imposees, on a 
constate que l'energie associee a ce Lagrangien n'etait pas definie positive en general. En etudiant 
la structure des equations du mouvement qui en decoulaicnt, on a pu definir sous quellcs conditions 
la theorie obtcnuc est une theorie satisfaisante, ou ce problcmc disparait. Nous avons alors pu 
conclure que lc champ vectoriel massif est a divergence nulle (dans IR 4 ), et done que lc nombrc 
de champs independants de la theorie n'est que de trois (du point de vue lagrangien). Enfin, nous 
avons construit dans le formalisme hamiltonien les deux invariants les plus importants : l'energie et 
la quantite de mouvement. 



4.1.4 Quantification 

La quantification de la theorie suit pour l'essentiel ce qui a ete fait dans le cas du champ scalaire. 
On n'entrera done plus dans certains details techniques traites au chapitre precedent. On commence 
par promouvoir tous les degres de libcrte dynamiques comme operateurs satisfaisant les relations 
de commutation canoniques : 

Ai (x) , 4 (y)] = i6 l3 6(x -y), i, j = 1, 2, 3 . (4.27) 

II est important de noter ici que la composante '0' des champs n'est pas considered, puisqu'on a 
precisement demontre dans la partie precedente que Aq ne constitue pas un vrai degre de liberte du 
champ. On n'a done a nouveau que six operateurs fondamentaux dans la theorie du champ vectoriel 
massif (i.e. trois paires de champs conjugues). 
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Comme dans le cas scalaire, on va quantifier la theorie a un instant t fixe et dans une boite de 
grandeur L, de sorte a pouvoir travailler avec les modes de Fourier. On ecrit pour commencer 



MZ) = ^ E E ^ S vfet\k) , (4.28) 

= iEE « W Wtf) . (4-29) 

(4.30) 



avec les conditions de realite <p^*e[ n \k) = tp^ n ~e\ n \—k) et e^\k) = m^ n lef^{— k). On a 

done decompose chaque mode de Fourier sur une base, a priori quelconque {e' 1 -', e^ 2 \ e' 3 -*} de M 3 , 
qui peut etre difierente pour chaque valeur de k. Un choix interessant et revelateur d'un point de 
vue de la signification physique de la theorie sera alors de prendre : 



e ^ (jfe) = 4 ; e (1) (k) _L e ( 2 ) (jfe) _L e ^ (jfe) 



e'est-a-dire trois vecteurs unite, spatialement orthogonaux cntrc cux et dont le troisieme pointe 
dans la direction de k. Au vu de cette configuration, on appellera transverses les deux vecteurs e < - 1 ' 
et e^ 2 \ alors que e( 3 ) sera dit longitudinal. Tous les elements qui vont apparaitre par la suite, que 
ce soient les operateurs de champ eux-meme ou les invariants dynamiques, pourront toujours etre 
decomposes selon ce schema qui fait echo a la decomposition proposee en tout debut de ce chapitre. 
Construisons par exemplc l'Hamiltonicn. On a 



m 2 J g?xA 2 = m 2 4 n) 4" 

n,{k} 

/^4 2 =E4 n) -r 

n,{k} 

{k} 



{k} « =i 



Nous donnons le calcul explicite pour le troisieme terme uniquement, le reste etant plus simple et 
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done laisse en exercice : 

^ / <? x (d^) 2 = Jp/ d 3 J E E E h*.) (-***) 

^ {*=},{?} n,m=l a, 6=1 J 

= "^2 E E E k^a Pb ^ei n \k)wf ] elr\p) 

{k},{p} n,m=l o,6=l 

= E fcQ (- fcb ) ^^(^(-J) 

{fe},n,m,a,fc 

= -i £ [«•*<■'<*> 

{fe},n,m v * ' s " ' {k} 

\k\si n) 1*1 4"° 



(-k) 



Am) 



(-k) 



„ (n) „ (to) 
k —k 



E 



^4 3) 4 3r 

m/ k k 



oil la derniere egalite provient de la definition des vecteurs e W et des conditions de realite etablics 
plus haut. On peut maintenant ecrirc l'Hamiltonien : 



H 



sEE[W + (i*1 a +™ a )^ 



n 



{k} 



*E 

{k} L 



TO k k 



2 -(3) ^(3)* 



(4.31) 

La premier terme correspond clairement a la partie transverse des champs, alors que la seconde 
est longitudinale. A ce point-ci, effectuons une transformation canonique sur la partie longitudinalc : 



(3) 



(3) 



1 



m 

-m<£ (3) 



(4.32) 



(4.33) 



On vcrific immediatcmcnt que les nouveaux champs satisfont toujours les relations de commutation 



canomqucs, a savoir 



- 3 - 3 
^k ' P 



= iSr De plus, rHamiltonicn devient alors cxactcment eclui de 

k,—p 1 ' 

trois champs scalaires independants tels que rencontres dans le chapitre precedent. Cette remarque 
est essentielle, puisqu'elle permet alors de connaitre immediatement la theorie quantique associee, 
l'ensemble du travail ayant deja ete fait. On introduira done les trois families d'operateurs de 
creation et d'annihilation associes a chacun des champs et qui satisferont naturcllemcnt 



"(n)fe' "(m)p 



— ^k,p^ n < m ' 



(4.34) 



et 



a (n)fe> a (m),p 



= o, 



(n)fc' U (m)p 



= . 



(4.35) 



On pourra alors construire l'espace de Fock associes a ces trois types de particules, et ecrire 
rHamiltonicn dans ces nouvelle variables. Apres renormalisation, on trouvera 



^ ~ E e fcE a („)£ a («)fc • 



(4.36) 
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et on constate done que la demarche suivie ici produit naturellement un Hamiltonicn diagonal par 
rapport aux trois champs. 

On pourra de mcmc passer a la limite d'une boite de dimension infinic. Finalement, pour chacun 
des trois champs, la representation de Hciscnbcrg de la theorie sera en tout point identique a celle 
du champ scalaire. On peut done exprimer a ce stade les champs fondamentaux de la theorie en 
terme d'operateurs de creation et d'annihilation. En prenant en compte la transformation (4.32), 
on peut immcdiatcmcnt ccrirc les egalites suivantes a partir des eq. (3.53) et (3.54). 



A(t, x) 



d 3 k 



(27r) 3 2e(/c) 



+ 



-ie(k) 



m 



e {3) (k) \a {Z) {k)e- tk ^ - a\ 3) {k)e lk » x 



B(t 



d 3 k 



) 3 2e(k) 

(3)/ 



J2 (-fe(*)) e (n Hk) [a {n) (k)e- ik ^ - a\ n) (k)e ik ^ 



n=l 

- me^{k) a (3) (k)e- lk ^ + a\ 3) (k)e 



(4.37) 



(4.38) 



Afin d'obtenir une expression plus symetrique, on effectue finalement une transformation de Bogo- 
liubov (qui ne modifiera pas les expressions de l'Hamiltonien ou de la quantite de mouvement) 



a<3)(k) 

aj 3) (fc) 



id (3) (k) , 
—ia^(k) , 



ce qui permet d'ecrire : 



A(t, x) = 



B(t, x) 



d 3 k 



(27r) 3 2e(/c) 



^eW(i) [a (n) (fc)e- ifc "*" +a\ n) {k)e ik ^ 



,n=l 



+ £ -^^(k) [a {s) (k)e- ik " x " + a\ 3) (k)e lk ^ 



m 



d 3 k 
(2ir) 3 2e(k) 



(-fe(fe)) £ g{n) W k n) (k)e- ik ^ - a\ n) (k)e 



^ye (3) (fc) [a ( 3)(fc) e -^-aJ 3) (fc)e^^ 



(4.39) 



(4.40) 



Notons encore que pour tout k, la base de vecteurs {e^(fc)} forme une base orthonormee de M 3 . 
De plus, on a explicitement la decomposition des vecteurs de champ en partie longitudinalc (n = 3) 
et partie transverse (n = 1,2) . 

Les expressions ci-dessus sont individucllcment relativistes, mais elles ne decrivent que les compo- 
santes spatiales des champs. Pour avoir une theorie explicitement relativiste, calculons l'exprcssion 
du champ A (x) a partir de l'eq. (4.39) et de l'equation de contrainte (4.17), reste de l'equation du 
mouvement pour v — 0. On a 



(4.17) 



A = (m 2 - V 2 



Vd t A . 
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Dans l'espace de Fourier, djA^ dcvicnt ikjAl, et done diA 1 = diA^\ De plus, l'invcrsc dc l'operateur 
diffcrcnticl (to 2 - V 2 ) est trivial. En effet, soit f(x) = J d 3 k f^e ikS ; alors 



(to 2 - V 2 ) f(x) = J d 3 k f % (to 2 - J2(iV)(iV) \ e lkS = J d 3 k ~f % (to 2 + |fc| 2 ) 



ikx , 



(to 2 — V 2 ) 1 = — , cn representation dc Fourier . 

V ' TO 2 + |£f 



An 



d 3 k 



(27T) 3 2 £ (fc) m 2+ |fc|2 TO 

d 3 k 1 e{k) 2 

(27r) 3 2e(fc) m 2 + |fc| 2 



' £{k) e^{k) \(-iko) {iki)a (3) e- ik ^ + (ik ) (-ifc) a\ 3) (k)e ik ^ 



(e^fc)^) [o (3) e- tt ^ +a\ 3) (k)e ik ^ 



=|fe| 



/(27T 



<2 3 fc |fc| 



) 3 2e(/c) to 



a (3) e ife " x " +aJ 3) (fc)e^ :E ' i 



oil on a utilise \k\ 2 + m 2 = e(k) 2 . Introduisons alors trois quadrivecteurs de polarisation 

e£\k) = (0,1,0,0), 
e^\k) = (0,0,1,0), 



ef(fc) = (£.0,0,^), 



1M 



(4.41) 



(4.42) 



a l'aide desquels on peut decrire lc champ vectoriel sous une forme tres compacte : 



A„{t,x) = 



d 3 k 



(2n) 3 2s(k)^ i 



i>£°(*0 \d {n) (k)e-* k -* + d\ n) (ky 



(4.43) 



avec k ■ x = k v x u . Notons que le nombre de degres de liberie du champ est completcment cxplicitc 
ici : il suffit de sculemcnt trois tels quadrivecteurs pour decrire completcment les quatre composantes 
du champ vectoriel massif. On verra plus loin que la situation est totalcmcnt diffcrcnte dans le cas 
non massif (lc photon). 



Proprietes des vecteurs e^' Les vecteurs de polarisation satisfont deux proprietes fondamen- 
tales, a s avoir 

1. e{ l n) e'' (m) = -^ m . (4.44) 

2- E^' = -(v-^)- (4-45) 

n=l ^ ' 

La preuve de ces identites est triviale, il suffit de verifier qu'elles sont vraies dans la base utiliscc 
a l'eq. (4.42). En particulicr, dans cette base, k = (e(fc),0, 0, \k\). La theorie ctant covariante par 
rapport aux transformations de Lorentz, ces egalites resteront vraies lors d'un changement de coor- 
donnces. La premiere equation montre que la base est orthonormec par rapport au produit scalairc 
dans l'espace de Minkowski, alors que la seconde est une relation de fermeture legerement modifiee. 
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4.1.5 Le spin du champ vectoriel massif 



Alors que le champ scalaire decrivait des particules de spin 0, nous montrons dans cette section 
que les particules decrites par un champ vectoriel sont des bosons de spin 1 : elles possedent done 
un moment cinetique intrinseque. Pour cela, la demarche est simple, il suffit d'identifier F operateur 
associe aux rotations par le theoreme de Noether et d'en extraire la partie independante d'un point 
de reference spatial. On pourra ainsi separer les parties orbitale et intrinseque. 

Par simplicitc, choisissons une rotation autour de l'axe 3 et ecrivons-la directement sous forme 
infinitcsimalc : 



,.o 



X = X" 

x' 1 = x 1 + x 2 t 

,12 
„/3 



x 



-x 1 e + x 2 



fi = 

fi = 



(4.46) 



Par definition, les lois de transformation des composantes du champ vectoriel sont les meme que 
pour les coordonnees, i.e. 



' A — » A' a = A°, 

A 1 — > A' 1 = A 1 + A 2 9 Cg 1 = A 2 , 

' A 2 — A' 2 = -A 1 + A 2 =► C 2 = -A\ { ' 

k A 3 — -» A' 3 = A 3 . 

En utilisant l'eq. (4.20), on peut alors ecrire simplcmcnt le courant associe, qui sera naturcllcment 
la troisieme composante du moment cinetique : 

3 dA^ 3 dA^ ' pJ3 J3 
= -F\A 2 + F%A X + F» v d Y A v x 2 - F^ v d 2 A v x 1 - fgSf 

On sera en particulier interesse a la composante fi = : 

ml = -F\A 2 + F° 2 A 1 + F® v d\A v x 2 - F a v d 2 A v x x = -B X A 2 + B 2 A 1 - B v d x A v x 2 + B v d 2 A v x x 
= {-B X A 2 + B 2 A X ) - (B^A'x 2 - B, L d 2 A l x x ) , puisque B = . 



Dcfinissons alors a partir de l'eq. (4.26) la densite de quantite de mouvement p = SjV A 1 . La densite 
de moment cinetique total est done 

m = AAB + xAp. (4.48) 



On pourrait ici appliquer cet operateur a un etat quelconque a une particule comme on l'a fait 
dans le cas scalaire. II apparait cependant claircmcnt que cet operateur est constiute de deux 
composantes dont la seconde correspond exactement au cas scalaire et depend explicitement d'un 
point de reference et de l'impulsion : il s'agit claircmcnt du moment cinetique orbital. La premiere 
est nettement plus interessantc, puisqu'elle decrit le spin du champ vectoriel : e'est le moment 
cinetique intrinseque qui ne depend que du champ lui-mcmc. On definit naturellement l'opcrateur 
quantique de spin par 

S= f d 3 x (Iab) . (4.49) 
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Etudions quelque peu l'algebre des Si. En particulier, calculons ses constantes de structures : 
d 3 xd 3 ye lab e Jcd [A a B b ,A c B d 
= I d 3 x d 3 y e iab e jcd {i a [s h , i c ] B d + A c [i a , B d ] B b } 



Si , Sj 



= i J d 3 x{(- 

= ijd 3 x{ (-AjBi + A a B a 5 t ,^j + (AiBj - i b £%) } 



tiabtjbd,A a B d \ + 



£iab£jca,A C B b ^ J- 



/ / d 3 x (AiBj - AjB^j 



— i j ' d 3 'x £ijk e kim,A l B m — ieijkSk , 

oii on a utilise a deux reprises l'idcntitc e a -ij^aki = &ik&jl — SuSjk- On trouve bien les relations de 
commutation des moments cinetiques : 



Si, Sj 



ieijkSk • 



Un calcul similairc conduirait a 



Si,Aj(x) — ieijkAk(x) . 
De mcmc, en ecrivant Si en termes d'operateurs de creation ct d'annihilation, on trouve 



Si, a 



(4.50) 
(4.51) 

(4.52) 



Dcfinissons maintenant le nouvel operateur spin total S 2 — J2i=i^f- De la derniere egalitc, on 
obtient dircctcmcnt lc spin total du champ vectoriel : 

^a| p) |0) = ^ Siie ipm a\ m) \0) + ]T Sia\ p) Si\0) 

= - ^2 ei pm e im ia^\0) = e imp e iml a| ;) |0) = 2a| p) |0) . (4.53) 



=2<5„ 



Ainsi, les etats a une particule sont des etats propres de S 2 pour la valeur propre 2. Les particules 
associees au champ vectoriel massif sont done bien de spin 1 1. 

Les operateurs de spin en main, il est aussi plus aise de donner une signification aux indices de 
polarisation (n). En effet 



S, 





5 3 a{ 3) |0)=0, 




t 

(1) 


+ ta\ 2) ) |0> = + 




t 

(1) 


~ ia\ 2) ) |0) = - ( 


v a (i) 



(4.54) 
(4.55) 
(4.56) 



II est done clair que modulo quelque transformation de Bogoliubov, les indices (n) correspondent 
aux trois differents etats de spin possibles pour la particule vcctoricllc. En particulier, l'operateur 
a| 3 ) cree une particule dans un etat de spin orthogonal a fc. On verra dans la partie suivante que lc 
cas du champ sans masse est different de ce point de vue-la. 

1 On rappelle qu'etant donnee la valeur propre s de S 2 , on definit en mecanique quantique le spin j de la particule 
par s = j(j + 1) 
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4.2 Le champ vectoriel sans masse 

Nous attaquons maintcnant le dernier cas de champ vectoriel librc : m 2 = 0. On observant les 
resultats obtenus dans la section preccdcntc, on constate immcdiatcmcnt que la theorie du champ 
vectoriel devient singulicrc pour cette valeur particuliere du parametre. Certes, on peut simplcmcnt 
poser to 2 = dans le Lagrangicn 

^ = -\f^F»\ (4.57) 

mais ceci est impossible tant dans l'Hamiltonien que dans les diverses expressions obtenues pour 
les champs. On est done oblige de reconsiderer complctcment la theorie. 

En brcf, on attcindra les conclusions suivantes : dans toutes les expressions ci-dessus, il suffira de 
remplacer e(k) par \k\, et d'annuler tous les termes avec un indice de polarisation (3). Si la premiere 
partie de la procedure scmblc logiquc, la sccondc Test moins, puisqu'on supprime encore un degre 
de liberte du champ. C'est qu'il apparait dans le cas non massif une nouvelle symctrie : la symctric 
de jauge. Mais analysons la situation en details. 

4.2.1 Theorie classique 

L'action associee a (4.57) produit les equations du mouvement 

d^ v = , (4.58) 

que Ton peut reecrire en composantes : 

{y = 0) d l F l ° = 

<^=> d t d'A° - d t d {) A l = ; (4.59) 

(u = j) d^=0 

^ d Q d°Ai + d i d i A j - d d 3 A° - d i d j A i = . (4.60) 

Decomposons alors le champ vectoriel A 3 en parties transverse et longitudinalc 2 : A 3 = d 3 4>+ A( tr ^ . 
Les equations du mouvement deviennent alors : 

(4.59) => - V 2 A + d Q V 2 4> = , car d t A^ 1 = , 

f d d°A^ + \7 2 A^ = 0, 

^ { d d°d j (l>- V 2 d^-d d^A + d^V 2 (p = 0. 



(4.60) 

Or obtient done le systeme 



A - d <p , (4.61) 
d d°A^ + V 2 A (tr)j = , (4.62) 
dod^^-WOoA = 0. (4.63) 

Mais (4.61) et (4.63) ne sont pas independantes. En effet, (4.63) 9°^' {d cj> - A ) = 0, qui est 
forcemcnt satisfaite sachant (4.61). L'enscmblc de quatre equations pour les quatre champs Aq, <f>, 
A^ 1 et A^ 2 n'est done pas prcdicitif pour deux d'entre eux. D'un point de vue mathematique, 
on rcsoud le problemc en choisissant arbitrairement une fonction 4>, dont on deduit A = do<f> 
et A { - ] = di4>. II suffira alors de resoudre les equations dynamiques pour les deux composantes 



2 On sait deja de l'analyse precedente que A n'est pas independant, raison pour laquelle il sufSt de decomposer 
la partie spatialc dc . 
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transverses du champ. D'un point de vue physique, ce choix arbitraire apparait tout a fait natural, 
puisquc lc champ (f> disparait totalcmcnt du Lagrangien, et que c'est dans cette derniere fonction 
qu'est contenue toute l'information physique. En effet 

F 0i = doA, - d.Ao = d (d i( p + Af r) ) - did 4> = d A<f r } ; (4.64) 
Fij = dtAj - djAi - d t (dj<f> + 4* r) ) - dj (drf + A? r) ) = 8iAf r) - djAf r) . (4.65) 

En particulier, les champs physiqucmcnt mcsurablcs que sont lc champ clcctriquc E ct lc champ 
d'induction B ne dependent pas de la composante longitudinale 4>. On fera done le choix parti- 
culicrement simple : 

= A = 0, Af = , et done A, = A^ r) ■ (4.66) 

On vient de montrer de maniere tout a fait pedestre mais explicite que le champ vectoriel sans 
masse est un champ purement transverse. En particulier, cela implique qu'il nc lui reste que deux 
degres de liberie, ct non plus trois comme dans le cas du champ massif. 



4.2.2 Une nouvelle symetrie : la symetrie de jauge 

Montrons que ce qu'on vient d'observer n'est pas une pure coincidence, mais la consequence plus 
fondamcntale d'une nouvelle symetrie du Lagrangien. Considerons les transformations suivantes : 

{ a,(x) — a;(x')=Xw + Wx). (467) 

On montre facilement que le tenseur F^ est invariant sous cette transformation. Comme 8^ = 8^, 
on a en effet 

= d Mx) + d^8 v a{x) - d.A^x) - d^a(x) = F^(x) , (4.68) 

et done le Lagrangien et Taction sont invariants par rapport a ces transformations. Cette invariance 
est connue sous le nom de symetrie de jauge. Dans les termes utilises dans la section precedente, 
on constate bien que la partic longitudinale peut ctre modificc a volontc par un choix judicieux de 
la fonction a{x). En particulier, on peut ajuster a(x) de sorte a l'annuler partout : c'est ce qu'on 
appelle la jauge de Coulomb. 

En resume, nous avons obtenu les conclusions suivantes. Lc choix m 2 — dans le Lagrangien 
fait apparaitre cette nouvelle symetrie de jauge qui rend la partie longitudinale du champ vectoriel 
absolument absente des champs physiques. On peut done arbitrairement la choisir nulle et la theorie 
ne contient done plus que deux degres de liberie transverses, i.e. perpcndiculaires a k. 

On verra lorsqu'on traitera l'electrodynamique quantique que le photon est precisement un 
champ de ce type. Le fait que le photon soit non massif est done la cause des seulcmcnt deux etats 
de polarisation (bien connus en optique classiquc), alors memc que lc champ est de 'spin' 1. C'est 
pourquoi on parlcra en general d'helicite, plutot que de spin pour les particules sans masse. 

On a ainsi resolu completement lc problcmc du champ vectoriel sans masse. On peut done 
reprendre l'expression (4.25) de THamiltonien, ct simplcment abandonncr les tcrmcs longitudinaux. 
On peut alors librement poser m 2 = pour obtenir l'expression de la densite hamiltonienne du 
champ vectoriel sans masse 

=l( B t ) ) 2 +\{Fii)\ (4-69) 



4.2. LE CHAMP VECTORIEL SANS MASSE 



49 



qui a deja ete resolu. On peut done utiliser tous les resultats trouves pour m 2 ^ 0, cn tracer les 
parties dependantes de l'indice (3), i.e. tous les termes longitudinaux, puis poser m — : on obtient 
la theorie classique puis quantique pour le cas non massif. En particulier : 



Finalemcnt, 
H 



d 3 k 
(27r) 3 2 £ (fc) 



°(«) e + a (nf 



oil e| m) (A:)fc J = 0. 



/(Pk f d 3 k 

(2«)*2e(k) Ct P = J (2nr2e(k) k ^U^ ' 



(4.70) 



(4.71) 



En se referant aux equations (4.54)-(4.56), on constate finalement que l'helicite ne peut plus qu'etre 
soit parallele, soit antiparallele a la quantite de mouvement, la valeur propre de l'operateur de 
spin ayant ete supprimce dans ce cas-ci. Voila qui conclut notre discussion du champ vectoriel. 



Chapitre 5 

Le champ spinoriel 



Nous avons jusqu'ici decrit et classine les champs en fonction de leurs proprietes par rapport 
au groupe de Lorentz. Nous avons essentiellement travaille avec la representation directe du groupe 
de Lorentz sur l'espace de Minkowski, et pu ainsi mcttrc en evidence le champ scalaire, le champ 
vectoriel, et il serait possible de continuer ainsi avec des champs tensoriels d'ordres superieurs. On 
verrait en particulier qu'un champ tensoriel d'ordre n sera toujours un champ bosonique de spin 
cnticr n. Ann de pouvoir decrire des champs de spin demi-entier, et ceci est esscnticl puisque la 
plupart des particules elementaires sont des fermions de spin \, il faut faire appel a une autre 
representation du groupe de Lorentz. On verra dans ce chapitre que la representation SL(2, C) 
de C\_ nous permettra de decrire un nouvcau type de champ, le spineur, qui est precisement un 
champ de spin demi-entier. Nous entamons done ce chapitre par quelques elements supplementaires 
importants concernant le groupe de Lorentz. 

5.1 Groupe de Lorentz et SL(2,C) 

5.1.1 Representation matricielle de l'espace de Minkowski 

Nous commencons par montrer que l'espace de Minkowski, i.e. l'ensemble des vecteurs x^ e 
E 4 muni du produit scalaire (x,y) — rj^ v x^y v , est isomorphe a un certain espace de matrices 
hermitiennes 2x2. En effet, introduisons un ensemble complct de matrices hermitiennes 2x2, les 
matrices de Pauli : 

On montre aisement qu'elles forment une base de MH(2,C), l'espace des matrices complexes her- 
mitiennes 2 x 2, vu commc ]R-espace vectoriel. On pourrait aussi considerer l'ensemble equivalent 1 

(<7°, -d\ -a 2 , -a 3 ) . (5.2) 

L'espace MH(2,C) est isomorphe a M 4 . En efFet, 

M :R 4 — > MH(2, C) 

x M i — > C = Mix) = x ■ a = = ( X , + X \ X „ lX , ) 

p V x 1 + ix 2 x° -x A ) 

x Les conventions de signe et de placement des indices en haut ou en bas varient selon les auteurs. 
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est un isomorphisme. Apres quelques manipulations, on trouve que 1' application inverse est donncc 
par 

M" 1 : MH(2,C) — > R 4 

C > x" = Nr\Cy = ^Tr(^C) . 

En relation avec le groupe de Lorentz, on observe directement de l'expression dc la matrice 
C que l'invariant de Lorentz fondamental, a savoir le carre d'un quadrivecteur est represente sur 
MH(2, C) par un simple determinant : 

x ■ x — x^x^ = det C . (5.3) 

5.2 Representation de C\ sur MH(2,C) 

La question qui se pose maintenant est de determiner Taction du groupe de Lorentz sur les 
matrices C € MH(2, C). Autrcment dit, on cherche la loi de transformation des matrices de MH(2, C) 
qui corresponde a celle des coordonnccs lors d'une transformation de Lorentz. Ce dernier etant 
enticrcment caracterise par le fait qu'il preserve la metrique de Minkowski, il suffit d'exiger que 

1. MH(2, C) soit stable par rapport a Taction du groupe, 

2. le determinant soit invariant par rapport a cette transformation, en raison de Teq. (5.3). 
On montre maintenant qu'il est possible de representer une transformation de Lorentz par 

C — >C' = A^CA, ou AeSL(2,C), (5.4) 

SL(2, C) etant le groupe des matrices 2 x 2 a coefficients complexes et de determinant 1. En effet, 

1. (C") t = AW A = A^CA = C , et done C e MH(2, C), 

2. det C = det (A^CA) = det A^ det A det C = | det A\ 2 det C = det C, puisque 
A g SL(2,C) =^ detA= 1. 

Finalcmcnt, il est maintenant possible de construire explicitement Tapplication ip qui a toute 
matrice de SL(2, C) associe un clement du groupe de Lorentz. En effet 

a/" = ^Tr (a^C) = ^Tr (a^A^CA) 

= ^Tr [a^A^a v x v A) = ^Tr (a^A^a v A) x v . 

On peut done ecrire 

</?:SL(2,C) — ► C 

A ^ <p(A) = [A(A)y v = ^Tr (^a v A) . (5.5) 

Avec les eq. (5.4) et (5.5), on a done obtenu explicitement une nouvclle representation du groupe 
dc Lorentz par des matrices de SL(2,C) agissant sur des elements de MH(2,C). 

Remarque Le groupe SL(2,C) conticnt six parametres : 2 x 4 parametres reels moins deux 
conditions reelles pour le determinant. C'est aussi le nombre de parametres du groupe de Lorentz. On 
peut cependant noter que cette representation ne recouvre que la composante propre orthochrone. 
En effet, 
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1. A(A)° = ^Tr (^^4) > , c'est une transformation orthochrone ; 

2. de plus, on peut verifier que l'application ip : SL(2,C) — > £ est continue. Or pour A = I, on 
trouve [A(I)]^ = 5^ v , pour lequel det A = +1. Le determinant dcfinissant aussi une application 
continue, l'application 

det o ip : A i — ► det A(A) 

Test aussi, et la valeur du determinant ne peut pas passer brusquement dc +1 a —1. Ainsi, 
lorsque A parcours SL(2,C), les transformations A(A) produites doivent done rester dans la 
composante propre du groupe de Lorentz 2 . 

Finalemcnt, on peut montrer que reciproquement, 

A(A) = A(B) => B = ±A, 

autrement dit qu'a chaque transformation A e C\_ correspondent exactement deux matrices de 
SL(2,C), a savoir A et —A. On vient done de montrer que <p est un homomorphisme 2 — > 1 de 
SL(2, C) sur C\ . Dans le cadre de la theorie des groupes, puisque SL(2, C) est simplement connexe, 
on l'appelle le groupe de recouvrement universel de C\ . Le petit tableau suivant resume ce qui a 
ete obtenu jusqu'ici : 

SL(2,C) C\ 

J x J 

MH(2, C) ^ E 4 

oil J signifie 'agit sur'. 
Proprietes 

1. Si A est unitaire, i.e. AA^ = I, on peut l'ecrire en toute generalite A = cos |cr — isin |<r • h 
pour un certain vecteur unite h. A(A) est alors une rotation d'angle 9 autour de l'axe defini 
par h, i.e. 

A(Af = 1 ; A(A)° l = A(AY = ; 

A(A) 1 ■ = cos 6 5 l:j + (1 - cos 9) tfn 3 + sin 9 Ei^n k . 

2. Si A est hcrmitienne, i.e. A = A\ on peut l'ecrire en toute generalite A = cosh ^tro— sinh ^a-m 
pour un certain vecteur unite m. A(A) est alors un boost de vitesse v = tanh0 le long de 
l'axe defini par m, i.e. 

A(A)° =cosh0; A(A)° j = A(A) J = -sinh^m 4 ; 
A(AY j = 5ij + (cosh <f>-l) m L m? . 

Nous n'allons pas demontrer ces proprietes. Le calcul est direct mais passablement lourd. 

Enfin, mentionnons que toute matrice de SL(2,C) peut se decomposer en un produit d'une 
matrice unitaire et d'une matrice hermitienne. Ainsi, tout element du groupe de Lorentz est le 
produit d'une rotation pure et d'un boost pur. Mais revenons maintenant a la theorie des champs. 

5.3 Le spineur de Dirac 

5.3.1 Le spineur a deux composantes 

Nous venons de construire une representation du groupe de Lorentz par des matrices 2 x 2 de 
determinant 1. Nous avons dc mcmc defini la representation d'un quadrivecteur par une matrice 

2 On rappcllc que C n'est pas connexe et se decompose en quatre composantes connexes. 
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de MH(2,C). Nous definissons maintenant deux nouveaux objets ip et \ Q u i sont des vecteurs a 
deux composantes complexes et qu'on appelle spineurs. Comme dans les cas precedents, c'est leur 
transformation par rapport au groupe de Lorentz qui permet de les caracteriser : 

f i>{x) — V'(z') = , , , 

I X(x) — X'(x') = A* X (x) . 1 ' 1 

C'est ce qu'on appelle la representation spinorielle du groupe de Lorentz. 

Ann de construire un Lagrangien acceptable, il s'agit d'exhiber toutes les combinaisons bi- 
lincaires de ces deux champs qui sont des scalaires par rapport au groupe de Lorentz. Pour ccla, il 
est utile de connaitre les relations suivantes, valables pour tout A S SL(2,C) : 

tfo v A = AVm 5 (5-7) 

A T £A = £, oil £ = ( ^ M . (5.8) 



Preuve 

- On sait de l'eq. (5.5) que Tr (ctMV^) = 2 [h(A)] p v . De plus, 

Tr (er'AJ^) - Tr (a^) K = Tr (<5£I 2 ) A£ = 2A£ , 

ou il faut se rappeler qu'on prend la trace par rapport a SL(2,C). Ces deux equations etant 
valables pour p = 0, 1,2,3, on en dcduit (5.7), puisque Tr(MiM 2 ) est un produit scalaire et 
que l'ensemble de matrices de Pauli forme une base de MH(2,C). 

a b 



(5.8) se montre par un calcul direct. Soit A = 



d 



€ SL(2, C) ; alors, 



a b 

c d 



1 

-1 



a c 
b d 



-b a 
-d c 



a c 
b d 



detA 
-detA 



puisque A e SL(2, C). 

Enfin, pour que ces combinaisons soient des vrais scalaires, elles doivcnt etre de la forme 



(5-9) 



En utilisant les eq. (5.7) et (5.8), et en tenant compte de cette derniere remarque, on peut succes- 
sivemcnt cxhiber 

1. des scalaires 

ip T £ V — > ip T A T £Aifj = iP T £*f; , 
X>£ x* — ► x < A T £Ax k = X^X* , 

x^V — x^A T £A^ = x ] £i>, 

I ^£ X — ► ^A T *£A*x = ^£*X = ^£x- 

Mais seuls les deux derniers sont interessants, puisque ip T £ip = x^X* = 0> pour autant que 
les composantes de ces vecteurs commutent entre elles. 

2. des vecteurs 

— ► iftA^o^Ai) = k v ^<j v ^> , 
X T ^X* — ► X T ^a^Ax* = A\x T OvX* , 
X T <J^ — ► x T ^a tl Ail) = k\ X T aA , 
k ^a^x* — ► ^A^a^Ax* = K v ^cr v x* ■ 



(5.10) 
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Amies de ccs connaissances, on peut alors ecrirc le Lagrangicn lc plus general compatible avec 
les contraintes desormais habitucllcs. Si l'on ne considere que le champ ip, on obtient 



(5.11) 



ou il est essentiel d'ajouter le conjugue hermitique pour assurer la realite de la densite lagrangiennc. 
On trouve facilement la dimension de tp '■ W\ = GeV z / 2 . On constate done qu'il est impossible dans 
cette theorie simple d'ajouter un terme de masse, puisque tp T £tp = 0, du moins dans le cadre 
classique ou les champs commutent. II est done essentiel de considcrer les deux champs ensemble : 



if = c^Vfyv + Cix^drf* + £x T ^v - m ^ £ ^ + h - 



(5.12) 



ou [m] = GeV ; il s'agit bien d'un terme de masse. Le troisiemc terme peut etre elimine par unc 
transformation des champs : 

ip — ► enp + Px* , 
X* — ► 7-0 + Sx* ■ 
De plus, observons le comportement du premier terme dans Taction : 



(5.13) 



/ 



d 4 x (C^a^d^ + Ctd^a^ip) 
p =i J d 4 x (C^^d^-Cl^^d^) = j d*x (9f[Ci]VVa„V) • 

La partie reelle des constantes C, peut done etre eliminee par une simple integration par parties. 
On ecrira done la densite lagrangienne generale comme 



if = -^a^ + -x T ^d^ - m X ^£i> + h.c. 



(5.14) 



On appelle cette expression le Lagrangien de Dirac en representation chirale. Nous reviendrons plus 
tard sur cette denomination et sa signification. 



5.3.2 Le spineur de Dirac a quatre composantes 

On introduit dans cette section le champ spinoriel proprement dit, dont on doit l'idee a P. A. M. Di- 
rac. On definit a partir des deux spineurs tp et x un nouveau champ a quatre composantes W : 



*(x) 



* 2 (a0 
* 3 (x) 

V *4(S) / 



ip(x) 

£x{x) 



( M*) \ 

tp 2 (x) 

X2(x) 

V -Xi(x) J 



(5.15) 



De plus introduisons les matrices de Dirac 7^, qui sont 4x4, definies par 











(5.16) 



Proprietes Ces matrices satisfont un certain nombre de proprietes interessantes, dont on donne 
ici les principales : 

1. 7^ + 7^ = 2if v , 



2. 7 



of 



7 
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3. 7 lt = - 7 4 , 

4. ( 7 °) 2 =I, 

5. (Y) 2 = -i, 

On peut alors reecrire le Lagrangicn (5.14) de la maniere suivante : 

J2f = ^*ya M * + h.c. - m** , ou * = * t 7°. (5.17) 

Re marques 

- Le lecteur pourra verifier en exercice que 

1. tyty est un scalaire, 

2. ^7^^ est un quadrivecteur. 

- Le Lagrangicn tcl que nous l'avons ecrit est explicitcmcnt hcrmiticn. Integrons par parties le 
second terme 



On ecrira done souvent le Lagrangien du champ spinoriel libre sous la forme suivante : 

JSf = - to** . (5.18) 

Cette expression n'est plus explicitcmcnt hermitienne, mais cquivalcntc a unc forme hcrmi- 
tienne, et souvent plus simple a manipulcr. 

5.3.3 L'equation de Dirac 

Chaquc composante du champ * etant complexe, elle represente deux degres de liberte reels. 
Pour obtenir les equations du mouvement, on pcut done varicr independamment * et ^ dans 
Paction, 

5S = J d 4 x j^HV^ (5*) - ^fW* (J*) + l - (<5ft) 7 oya M * - ify (5*t) yt/t* 
d'ou les equations du mouvement : 

la seconde etant simplement le conjugue complexe de cellc-ci. Multiplions cette equation par (7 ) 1 = 
7 . Comme 

7 <>y4 of _ _y)yi _ jO n _ n ^ 
on obtient finale me nt V equation de Dirac : 

[i^d^-m]^{x) = 0. (5.19) 

En composantes : 

- mU ab * b = . (5.20) 
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Remarque II est important de noter ici que les indices a et b utilises ne sont pas des indices 
de Lorentz. On prendra d'aillcurs a, b e {1,2,3,4}. lis ne representent pas les composantes d'un 
vecteur de l'espace-temps. On les appellc parfois indices de Dirac, et ce sont des indices dans l'espace 
des spincurs. C'est pourquoi on utiliscra en general des lcttrcs latines pour bien les differencier 
des indices de Lorentz. En particulier, les matrices de Dirac portent les deux types d'indices : la 
composante a, b de la matrice 7 M se note (7 AI ) ah - L'indice /i, qui indique a quelle matrice on a affaire 
dans la famille est lorentzien (il faut changer de signe lorsqu'on montc ou descend des indices de 
type spatial), alors qu'a l'interieur de cette matrice, chaque composante est indexee par une paire 
d'indices de Dirac. Ce probleme apparait souvent en theorie des champs : certains objets vivent dans 
des espaces differents et portent done des indices de di verses natures aussi. II est done important 
de bien comprendre cette difference a ce stade, la situation devenant de plus en plus complcxe par 
la suite. 

5.3.4 La demarche historique 

Historiqucment, l'equation de Dirac ne decoule pas du tout de la theorie des representations du 
groupe de Lorentz comme on l'a brievement montre ici. On donne dans cette section un apergu de 
la demarche geniale de Dirac. On ne s'arretera pas sur les details mathematiques et de rigueur. 

Le probleme fondamental qui se posait a la fin des annees 1920 etait l'incompatibilitc de la 
mecanique quantique et de la relativite restreinte. En effet, l'equation de Schrodinger pour une 
particule libre 

id t ip(x) = -^dli/)(x) 

n'est que du premier ordre par rapport au temps, mais du second ordre par rapport aux variables 
d'espace. C'est pourtant cette propriete qui assure la conservation du courant de probability : 

La premiere solution proposee fut de gcncraliser l'equation de Schrodinger en utilisant aussi des 
derivees temporelles du second ordre. On obtient alors l'equation de Klein-Gordon 

(n + m 2 )4>(x) = 0. 

Malheureusement, l'integrale de ip*ip n'est plus conservee par revolution temporcllc. On trouvc bien 

un invariant J d 3 x ip* do ip, mais on constate que ce dernier peut etre negatif. II ne peut done plus 
etre interprete comme une probablilitc. La generalisation rclativiste de l'equation de Schrodinger 
n'etait done pas si simple. 

Dirac tcntc alors de reecrire l'opcratcur de Klein-Gordon comme un produit de deux operateurs 
diffcrcntiels du premier ordre dans toutes les variables d'espace-temps. II pose 

- (iT^ - m) {iT v d v +m) = T^T v d^d v -iT^m+imT^ + m 2 = T^T^d^ + m 2 = (□ + m 2 ) , 
ce qui impose finalemcnt 

Comme d^d u est symetrique, ceci est equivalent a 



(5.21) 
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ce qui est manifcstcmcnt impossible a rcaliscr avec des scalaires. En conclusion, T M ne peut pas etre 
un simple quadrivecteur, il faut chercher unc representation matricicllc plus gencrale de (5.21). Un 
ensemble de quatre objets qui satisfont ces relations d'anticommutation, a savoir 

{T lt ,r v } = 2ri liV , (5.22) 

engendre ce qu'on appelle une algebre de Clifford. On vcrific par un calcul direct a partir de 
l'eq. (5.16) que les matrices de Dirac 7 M satisfont bien les relations d'anticommutation d'une telle 
algebre. De plus, on voit ici qu'il sera possible de choisir d'autres representations pour cette algebre 
qui donneront diffcrcntes representations du Lagrangien : representation de Weyl, representation 
chirale,... 

Dirac a done finalement trouve une generalisation relativiste de l'equation de Schrodinger, qu'on 
peut ecrire 

id t ^ = (-nV + m 7 °) W , (5.23) 
cette solution etant tout a fait satisfaisante. En effet, 

j t J d 3 x¥$> = J d 3 x * + * t a t *} 

= J d 3 x {i t) (n lt 7 0t ) * + imtf V** - t*t(_i) 7 o 7 <a i * + (-OmtfV*} 

= J d 3 x {- (d l ^) 7° 7 i * + imtfV* - *t 7 0y 5 .^ _ j m $t 7 o$} = o , 

apres une integration par parties, et l'utilisation de l'anticommutation des matrices 7* et 7 . Commc 
est naturellement defini positif, on a retrouve un candidat coherent pour la densite de proba- 
bilitc. Le problemc est resolu. 

Le prix de cette extension etant le fait que les objets qui apparaissent dans l'equation ne sont plus 
de simples nombres complexes, mais bien des matrices. Pour obtenir une equation du mouvement 
qui soit lineaire, il a fallu introduire des composantes supplcmcntaires a la 'fonction d'onde'. On 
verra tantot que ces degres de liberte supplementaires ne sont rien d'autre que les antiparticules. 
C'est done pour satisfaire a des exigences d'ordre purement mathematique que sont apparus pour la 
premiere fois ces objets etranges qui n'ont ete observes experimentalement qu'apres que la theorie 
les eut predits. 

Avant de poursuivre, montrons encore que la plus petite representation matricielle de l'algebre 
de Clifford sur un espace-temps a 4 dimensions doit se faire par des matrices carrees 4x4. Soient 
en effet les quatre matrices 7^, lineairement independantes et qui satisfont (5.22). Cherchons un 
ensemble de matrices lineairement independantes avec ces quatre premiers elements, et qu'on peut 
construire a l'aide de sommes et de produits de ces derniers. On trouve 

I une matrice, 

7 M quatre matrices, 

o-^v = l^lv - Ivln six matrices, 

75 = *7o7i7273 une matrice, 

75 7 M encore quatre matrices. 

On a tout ici. En particulier, 7 M 7„ + 7^7^ oc I. De plus, (7 ) 2 = I et (j 1 ) 2 = —I, on voit de 
mcmc qu'il n'est plus possible d'ajouter d'autres combinaisons. On a engendre un ensemble de seize 
matrices lineairement independantes 3 . On est done face a un espace de dimension 16, done bien des 



3 On montre qu'elles sont bien lineairement independantes en notant qu'elles forment un ensemble orthogonal par 
rapport au produit scalairc defini par la trace du produit des matrices. 
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matrices au minimum 4x4. Ainsi, chaque matrice dans cet espace pourra etre decomposee de la 
manicrc suivante : 

al + 6"7„ + cf tv a liV + d"7&7 M + e 75 . 

5.4 Invariants dynamiques 

Comme d 'habitude, la premiere etape pour F etude systematique de la theorie est la determination 
des invariants dynamiques, en utilisant le theoreme de Noether. 

5.4.1 Le tenseur energie-impulsion 

Sous l'effet des translations d'espace-temps, le spincur reste invariant, i.e. 

f — ► x'^ = x* 1 - a» , 
\ *(a;) — ► *V) = *(z) . 

Alors 



(5.24) 



*t/y0„* - i&tftyty* _ ^ Q$t 7 oy^$ _ l^tftyty^ _ m $ty^ . (5.25) 



Pour trouvcr l'energie ct la quantitc de mouvcmcnt, il suffit de traitor la lignc fi = 0. 

Impulsion On trouve facilement T°- = l*^* — |dj*t* ; c'est la densite de quantite de mou- 
vcmcnt. Ainsi 



= -\j d3x (Vw-V* 1 *) . (5.26) 



Energie De me me, 



+ ^fik^W* + |#j* W* + ™* f 7°* 



et done 



.i^rtyy^.^ + i^tyty^ + m $ty^ = i (a^y^ _ ^ya,-*) + to** , (5.27) 

£ = J d 3 x ^ (0j-*y* - tfy'0,-*) + to** j . (5.28) 

II s'avere qu'on peut donner une expression plus simple de l'energie, en utilisant les equations du 
mouvement. En effet, 

E = j (fx 1 1 (a^*y* - *7^*) + m** - I (<9 *7°* - * 7 °<9 *) I 
= y d 3 x j 1 [(ifytfy tf + to**) + (-i*y0„tf + to**)] - l - (a *7°* - *7°a *) j 
= I <P X W\ (*^*V + * + * {-h^ty + to*) j - ^ (<9 *7°* - *7°a *) 1 , 

J l 2L * v ' S v A 2 J 



=0 =0 



GO 
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d'ou l'expression suivante : 

E 



= J d 3 x 1 1 (tfdoiH -a * f *)| . (5.29) 



Finalement, le lecteur pourra verifier que cette expression est cgalc a 1'Hamiltonicn obtenu par une 
transformation de Legendre du Lagrangicn. Les champs conjugues sont simplcmcnt 

n=^ = -*T et n f = ^ = --*. (5.30 

A des facteurs numeriques pres, le conjugue au sens operatoriel correspond dans ce cas-ci au conjuguc 
au sens de la mecanique analytiquc. 

5.4.2 Le moment cinetique 

Le dernier sous-groupe interessant des transformations de Lorentz est celui des rotations. Sous 
l'effet des rotations, tant les coordonnees que les champs vont etre modifies. Pour ce qui est des 
coordonnees, on peut reprendre les cas precedents et trouver directement les fonctions j\ = x 2 et 
/| = —x 1 . Pour les transformations du champ, la situation est plus interessante. On considere la 
transformation d'un spineur de Dirac. A l'aide de l'eq. (5.6) et de la definition du spineur a quatre 
composantes, on peut ecrire 

-U)— '-(«k)-tt^)U)- ™ 

Par ailleurs, dans le cas d'une rotation d'angle 9 autour de £3, on connait 



A ■ ■ 9 ( cx p HI) 

A = COS-cro-«Sin-cr 3 = \ 2 > , . 

2 2 \ exp [i^j 



Sous forme infinitcsimale : 

A-f 1 -** ^ -£A*£-( 

A -{ 1 + if J ' Mt-y o l + i e I - ' 
On peut done ecrire explicitement l'eq. (5.31) sous forme infinitesimale 

/ 1 — if \ 



1 + 

1 — if 



*=(I-i-S 3 )*, (5.32) 



V l + if / 

oil S 3 = ^ ^j 3 ^ ^ . Ceci definit les fonctions C( 3 )^ qu'on va utiliser pour calculer le courant de 



Noethcr 



6 
C ( 3)» = -i-S 3 * , et C (3)tt t - «2* tS3 ' 



D'ou 



_bx ase d* dse x 

= ^Vl^s* + j^EaYV* + W3 - ^ft,* W^/s - • (5.33) 
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La densite de moment cinetique par rapport aux rotations autour de l'axe 3 est done 

ml = J [*t£ 3 * + tft£ 3 $] + | [tf t (9i*x 2 - ^x 1 ) - {d^x 2 - d 2 ^ x l ) *] 



2 3 



= Vs 3 * - [pA f] 3 . (5.34) 

Pour obtcnir unc expression plus generale, on introduit les matrices = [ °^ ^ ) , et on sc 

V °j ) 

convainc facilement que 

M = J (fx j^l* + f Apj . (5.35) 

On identifie immediatement la partie orbitale L, qui provient de la transformation des coor- 
donnces, alors que les transformations du champ produisent le moment cinetique intrinscquc S : 

M = L + S, (5.36) 

oii L = Jd 3 x(x/\p), (5.37) 

et S = J d 3 x ^ f |^ ■ (5-38) 

5.4.3 La charge 

Enfin, lc Lagrangicn du champ spinoricl prescntc aussi la symetrie suivante : 

tf(jc) —> V{x') = e la ^{x) . 
Le courant de Noether associe est facilement calcule 

f = (j*) - i (-i*t) y*t 7 <>t$ = ( 5 4 ) 

On definit finalement la charge (electrique) : 

Q = jd 3 xf = - j d 3 x^t> . (5.41) 

Ceci en main, passons maintenant a la quantification de la theorie. 

5.5 Quantification 

5.5.1 L 'equation de Dirac en representation de Fourier 

Comme dans les cas precedents, on va passer dans l'cspace Fourier pour quantifier la theorie. 
Le spineur de Dirac possede done quatre composantes, et l'equation de Dirac correspond a quatrc 
equations differenticlles pour quatre degres de liberte. Dans le cas du champ scalaire, on a decompose 
chaque mode sur une base de M 3 ; ici, on pourra choisir un ensemble complet de quatre spincurs 
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U\(k), u 2 (k), V\(—k) et v 2 (—k), tous elements de C 4 , et fairc dc mcmc. Lcs champs n'etant pas reels, 
il n'existe aucune contrainte supplementaire sur les composantes de Fourier. Une decomposition 
generale peut s'ecrire 

En decomposant les sur les quatre spineurs de base, 

* £ = ai(fc)ui(fc) + a 2 (k)u 2 (k) + b\(-k) Vl (-k) + b\{-k)v 2 {-k) , 
on pourra alors ecrire un ansatz general pour le champ spinoricl : 

r rph JL 

* ( *' f)= J (2nr2e(k) S WW"^^*' + bl(k)v a (k)e +ik *} . (5.42) 

II est important de remarquer qu'on n'a strictcmcnt ricn fait jusqu'ici, si cc n'est un changement dc 
notation. En particulier, les coefficients a a et b\ ne sont pour Finstant que des nombres complexes 
qui n'ont pas de signification particuliere, on ne leur a pas encore confere un statut d'operateur. 

C'est en injectant cet ansatz dans l'equation de Dirac (5.19) qu'on pourra reellement trouver les 
conditions sous lcsqucllcs lc champ (5.42) est effectivement une solution. En effet 

(i^d^ - to) = 
r rfik 

^ J ( 27 r)3 2£ (fc) £ {^HM m ) a ^~ ikX + rn) b\v„e +ik *} = . 

Comme les nombres a a et b\ sont quelconques, et que les spineurs de base sont lineairement 
independants, on doit avoir 

{^k -m)u a {k) = 0, v ^ r3 et (j — 1,2. (5.43) 

(^k ll + m)v a (k) = 0, 

La conclusion est done la suivante : si les spineurs u a (k) et v a {k) sont des solutions des equations 
ci-dessus, alors le champ (5.42) est une solution de l'equation de Dirac. 

Notation On ecrira souvent $ pour "f^k^. C'est le slash de Feynman. L'equation de Dirac devient 

(i$ — m) ^> = , ou encore, en representation dc Fourier, < [f. m \ UlJ ^ ® ' (5.44) 

L (p + m)v a (k) = 0. 

— * 

5.5.2 Solution dans l'espace k 

Fixons k = (e^, kj . Par une transformation dc Lorcntz approprice, on se place dans un refercnticl 

par rapport auqucl k = 0, i.e. par rapport auquel k = (to, 0). La solution tout a fait generale pourrait 
etre obtenue par une transformation de Lorentz appropriee. On renvoie le lecteur interesse au livre 
de Peskin et Schroder, par cxcmplc. Les equations (5.43) deviennent alors 

(j°m - m) u a {k) = <^> (7 -l A )u a {k) = 0, . . 

( 7 m + m)tv(fc) = ^=> ( 7 ° + 1 4 ) v a (k) =0, 1 ' ' 
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i.e. 



I 2 



Ml 
U2 



= 



ct 



v 2 



= 



(5.46) 



Ces matrices ctant dcgcncrccs par bloc, chacune de ces equations ne possede que deux solutions 
lincaircmcnt independantes, par exemple : 



Ul 











( 1 ^ 




( \ 







1 







V2 = 


1 


1 





-1 





\o) 




V 1 J 




V J 




V -1 / 



(5.47) 



On a cette fois-ci une solution cxplicitc de l'equation de Dirac. En particulicr, on note que le choix 
des indices u = 1,2 se trouve justifie encore ici par la dimension des espaces propres des matrices 
de (5.43). On a done bien au total exactement quatre degres de liberte par champ 

Finalcmcnt, on va encore choisir une normalisation des spineurs u„ et v„ telle que les relations 
suivantcs soicnt satisfaites : 



u a u a > = 2m 6^1 , 
Vav a > = -2m5„„i . 



On pourrait de meme montrer 



i a u <y' 



2e^<5 cr , ( T' , 



(5.48) 
(5.49) 



(5.50) 
(5.51) 



Ces spineurs sont done orthogonaux entre eux, et de dimension [u a ] = GeV 1 ^ 2 . Ce choix est judi- 
cieux, puisqu'alors les coefficients a a et b\ sont de dimension GeV" 1 , comme dans les cas scalaire 
et vectoriel. 



Propriete On a les 'relations de fermeture' suivantes : 

2 



^2 u a u a = (ft + m) , 

CT=1 

2 

^2 v a v^ = (ft-m) . 



(5.52) 
(5.53) 



En effet, une des proprietes essentielles des matrices 7^ est que (ft — to) (ft + to) — — m 2 = 0. 
Alors 



(ft — to) u a = 



y^(ft-m) u a u a = 



(ft — m) u a u a = 



ct done 



^u a u a = (ft + m) . 

(7 

Lc raisonncmcnt s'applique de meme pour v a . 
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5.5.3 Relations d'anticommutations 

Tout est desormais pret pour quantifier la thcoric : nous avons une expression pour les solutions 
de l'equation de Dirac, ecrite sous une forme interessantc. II nc reste plus qu'a transformer les 
nombres complexes a a (k) et b p (p) en operateurs satisfaisants a certaines relations de commutation. 
Nous commengons par montrer qu'une simple transposition de la demarche suivie jusqu'ici pour les 
autres champs n'est pas possible. En effet, calculons l'energie (5.29) : 

f ,3 f d 3 k r d 3 P v 

J X J (27r)3 2s(fc) J (27r)3 2 £ (p)|^ 

l| [(al(k)uUk)e ik * + b a {k)vl{k)e- ikx ) ({-is p )a p {p)u p {p)e-^ + {ie p )b], (p)v p (p)e**)] 
- [((is^aUk)uUk)e ikx + {-ie % )b a {k)vl{k)e- ik *) (a p (p)u p (p)e-^ + &t(pK(p)e**)] 

= [d*x f d3k f d3p T 

J J {2*f2e{k) J {2^f2e{p)^ p 

\-ie n )4(k)a p (p)uUk)u p (p)e ix ^ + (ie p )b a (k)bl(p)vUk)v p (p)e- ix ^ 



(fe E )4 (k)a p (p)uUk)u p (p)e^ k -^ + (-ieMkp. {p)vl{k)v p {p)e- ix ^ 



= J (2nf2e(k) ^l^{(-^M(k)a P (k)uUk)u p (k) + (feg)6 g (fc)ftt (fc) v t (fc)^(fe) 

— ( if~\n^ i 



'k 

{ie % )al{k)a p {k)ul{k)u p {k) + {ie % )b a {k)b\{k)vl{k)v p {k)} 
d 3 k 



(2 ^ )32£(fc) E 2 H(k)a p (k)uUk)u p (k) b a (k)bl(k)vUk)v p (k)} 

(6 ' W) = (5 ' 6 V • 

II apparait alors de manierc evidente un problcmc. Si Ton impose des relations de commutation de 
type bosoniquc, alors l'integrant deviendrait apres renormalisation de l'energie du vide aj 7 (k)a cr (k) — 
b\{k)b a {k). Mais ceci signifierait qu'a chaque particule de type b creee, l'energie totale diminuerait. 
Autrcmcnt dit, il n'existerait pas d'etat d'energie minimale, et la theorie ne serait simplcmcnt 
pas definie. C'est le signe du dcuxicme terme qui provoque cette catastrophe. Pour rcpondre a ce 
problcme, on postule alors les relations suivantes entre les operateurs quantiques a et b : 

{a p (k),al(p)} = (2n) 3 2e R 5 Pta 5(k-p) et \b p {k), S+ (p)} - (2^) 3 2e £ S Pi<r S(k ~ p) , (5.54) 

toutes les autres combinaisons etant trivialcment nullcs. On a done utilise V anticommutateur 1 
{A, B} = AB + BA, et non plus le traditionnel commutateur qui apparait dans les theories bo- 
soniques. C'est la une difference fondamentale du champ spinoriel, et on verra dans la suite de ce 
chapitrc qu'elle implique toute une serie d'clcments nouveaux. 

Apres renormalisation de l'energie du vide, on obtient finalement un Hamiltonien quantique bien 
defini : 

^ = 1 (2^ 3 2 fc g (fc) £g ^ foW^W +b\{k)b a {k)} . (5.55) 



4 On le note parfois aussi [A, B]^ 
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Analysons le spectre de la thcoric. Pour simplificr lcs notations, on ne considere qu'un seul 
couple d'operateurs a et at , tcls que {a,a^} = I. On definit I'etat du vide |0) comme I'etat propre 
de Foperateur a pour la valeur propre : 

a\0) = . (5.56) 

On pose alors le probleme aux valeurs propres 

N\i/>) = ata\i/>) = n|V) , (5.57) 

avec normalise. Clairement, on doit avoir n > 0, puisque < (ip\at a\ip) = n(tp\tp) = n. Suppo- 
sons que \tp) n'est pas I'etat du vide, i.e. que n > 0. Montrons maintenant que a\ip) est aussi un 
vecteur propre de N, pour la valeur propre (1 — n). 

at a {a\ip)) = a\ip) — aata\ip) = a\ip) — na\ip) = (1 — n) (a\ip)) i 

ou on a utilise la relation d'anticommutation. II en va de memo pour at. Finalcmcnt, comme 
{a^, a^} = 0, on doit avoir que at 2 = 0. De meme, a 2 — 0. Mais alors : 

at a (a\ip)) = at (aa) = , 

En comparant avec la ligne precedcntc, on doit avoir que (1 — n) = 0. Ainsi, n = 1. En conclusion, 
le spectre de l'operatcur N nc conticnt que deux elements : 

Sp {tfa} = {0,1} . (5.58) 

On peut maintenant construire l'espace de Fock de la thcorie. Pour chaque type de particules a 
on b, ct pour chaque valeur de k, on retrouve la situation ci-dessus. Ainsi, l'espace de Hilbert est 
engendre par les vecteurs suivants : 

IV") = 4 X • • • 4„^pi ■■■% m 1°) i ou k i k j , ct Pi ¥= Pi , si * ¥= 3 ■ (5-59) 

Cette dcrnicre condition provient simplcmcnt du fait que si deux impulsions etaient egales, alors 
I'etat serait simplement nul, puisque a' k . = 0. Ainsi, un etat a n particules s'ecrit 

m = J pJftelk) ^ 1 ■ ■ ■ K) (ft S l) 1°) ' o{l ^ ■ ■ ■ ^ ^ ("W^d) • • • K(n)) , 

(5.60) 

7r G S n est une permutation de {1, . . . , n}, et (— l) w en est la signature. 

La fonction d'onde d'un etat a n particules est done totalement antisymetrique par rapport aux 
permutations des particules : le champ spinoriel decrit un ensemble de fermions. Remarquons que 
cette propricte n'est pas imposee a posteriori comme un axiome supplementaire, mais qu'elle est 
directement heritee de l'anticommutation des operateurs de creation et d' annihilation. De meme, 
les proprietes spectrales de Foperateur de nombre de particules refietent le principe d'exclusion de 
Pauli : il ne peut pas exister plus d'une particule fermioniquc dans un meme etat quantiquc. On ne 
sera done pas surpris de constater tantot qu'il decrit des particules de spin demi entier. 

Au niveau le plus fondamental, toutes ces proprietes ne sont que des consequences de la substi- 
tution du commutateur par l'anticommutateur pour lcs operateurs de creation et d' annihilation. De 
meme que le passage du crochet de Poisson au commutateur permet la transition algebrique de la 
physique classique a la physique quantique, les bosons et les fermions se distinguent Fun de l'autre 
a ce niveau-la egalement. La structure algebrique sous-jacente determine complctcment la theorie 
physique. 
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5.5.4 Quantification canonique 

Nous avons ici quantific la theorie dans le formalismc lagrangicn. II aurait ete tout a fait possible 
d'obtcnir les merries rcsultats cn partant dc rHamiltonicn. On aurait alors impose des relations 
d'anticommutation a temps fixe directement sur les champs, et non plus sur les operateurs de 
creation et d'annihilation. On vcrifierait aisement que les relations correctes sont : 

{y a (t,x),¥ (t,y)} = 6 a0 5(x - y) . (5.61) 

On voit que les composantes des spineurs anticommutent entre ellcs. II s'agira done d'etre tres 
prudent par la suite lors de calculs ou on devra travailler en composantes. 



5.5.5 Autres invariants dynamiques 

On vient de calculer explicitement l'expression de rHamiltonicn cn fonction des operateurs de 
creation et d'annihilation. Un calcul similaire a partir de l'eq. (5.26) donnerait 



/ (2^1^) ^ + %WMfc)} ■ (5-62) 



De meme, la charge (5.41) devient trivialement : 

d 3 k f d 3 p 



Q J dX J (2^)3 2e(fc) J (2tt)3 2e(p) 

{al(k)uUk)e ik * + b a (k)vUk)e-^} {a p (p)u p (p) e -^ + b\ (p)v p (p)e+^) 

= ~J (2^2 £ (fc) ^ 2^ {^(kK(k)uUk)u p (k) + K{k)b\{k)vl{k)v p (k)} 



II ne reste plus qu'a anticommuter les b(k) pour obtenir : 



^ = / (2n)4e(k) S {Wba(k) - fit (k)a a (k)} . (5.63) 

L 'observation des resultats obtcnus montre comme dans le cas du champ scalaire complcxc que 
les particules de type b sont les antiparticules des a, qui ont done la meme energie et la meme 
quantite de mouvement, mais une charge opposee. De plus, les particules sont cette fois-ci chargee 
negativement. 
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5.5.6 Le spin 



Pour mettre en evidence le spin du champ de Dirac, on precede comme dans le cas du champ 
vectoriel, par une approche algebrique. Calculons d'abord 



d A x 



= j d*x S Q7 (^(s - y) - *t* 7 ) - l*t*t g^* 



Maintenant, 



5' 



S = S (\& a t a0 



~ 4 " 

ou on a utilise le fait que a ■ a = 31. 
Finalcmcnt, on trouve, 



" 7 ^J&^ctfS 



a/3 



2 \2 



+ !)*>>. 



(5.64) 



Le champ spinoriel decrit done des particules de spin | . 

En conclusion, on constate que la particule associee au champ spinoriel est un fermion de spin 
\ et de charge — 1 : on pourra decrire ainsi l'electron, et son antiparticule chargee positivement, le 
positron. C'etait prcciscmcnt la l'objcctif original de Dirac. 



5.6 L'interpretation de Dirac 

Lorsqu'il formula sa theorie, l'image que Dirac avait en tete, bien qu'equivalente a celle qu'on 
vient de donner, etait differente et encore tres influenced par la mecanique quantique de Schrodingcr. 
Dans ce cadre conceptuel, on cherche a resoudre le probleme aux valeurs propres pour l'Hamiltonicn, 
ici Hd — «7 J 7°9i — mj° (cf Feq. (5.23)), afin d'en extraire les niveaux d'energie. On obtient alors 



H D ^ = E D f => E D = ±\fk 2 + m 2 . (5.65) 

On retrouvc le probleme des energies negatives. La solution proposee par Dirac est de dire que l'etat 
du vide, i.e. l'etat fondamental de la theorie, est celui ou tous les niveaux d'energie negative sont 
occupes et les niveaux superieurs sont libres (voir la figure 5.1). II est important de se rappeler 
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ici qu'il s'agit de fermions qui doivent satisfaire au principe d'exclusion. Les antiparticules sont 
alors simplement des vides dans ces orbitales d'energie negative. lis correspondent done a des 
particules d'energie positive. Lc phenomene de production d'une paire electron-positron correspond 
a l'excitation d'un 'trou', qui saute dans un etat d'energie positive. On a bien apparition simultanec 
d'une particule et de son antiparticulc. 




Fig. 5.1 - L'etat du vide dans Interpretation de Dirac : une mer de particules d'energie negative 



Nous allons terminer cc chapitre en traitant successivement le champ fermionique non massif et 
le champ de Majorana. Nous n'allons plus entrer dans les details pour ces cas particuliers, nous nous 
contenterons de donner une idee des points essentiels et des elements fondamcntalcmcnt diffcrents. 



5.7 Le champ fermionique sans masse 

Contrairement au cas du champ vectoricl, il n'apparait ici aucun probleme essentiel dans la limitc 
m — > 0. En revenant a l'expression (5.14) du Lagrangicn, on constate cependant que si m = 0, les 
champs a 2 composantes ip et \ ne son t phis couples. On est done ramene a l'une des possibilitcs 
(cquivalentes) suivantes : 

f X= \^o»d^ + h.c. ; 
1 J2f = |x T ^^X* + h.c. . 



Ce decouplage est en fait l'expression du fait que si m = 0, lc nombre de degres de liberte est 
ramene a seulement 2. On le voit bien en ecrivant l'equation de Dirac en representation de Fourier. 
On trouve la mcmc equation pour chacun des spineurs u et v. 

On peut reecrire ceci d'une maniere elegante et qui permet un traitement simultane de tous les 
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cas. Introduisons les projecteurs Pl et Pr dermis par 

PL=\{l + l b ), (5.67) 
PR=\(l-l") ■ (5.68) 

On verifie aisement qu'il s'agit bien de projecteurs. De plus, on a que Pl + Pr = I et que PlPr = 0. 
On definit alors les spineurs (a quatre composantes) suivants : 

*l = Pl^ , (5.69) 
*a = Pr* , (5.70) 

et les proprietes des projecteurs se retrouvent naturellement ici : ty L + ^ R ■ = ^. On appclle ces 
spineurs gaudier (Left-handed) et droitier (Right-handed). De plus, comme {7°,7 5 } = 0, on a 

*I=* t ^(l + 7 5 )7° = * t 7°^(l-7 5 ) =*Pr, (5.71) 
^ = * f \ (I - 7 5 ) 7° = * f 7° \ (I + 7 5 ) - ■ (5.72) 



Ainsi, 

Finalcment, 



= et VrVr = . 



^lI^r = WW = V^PlPr* = . 
Lc Lagrangicn de Dirac s'ecrit alors 

% = iWl^d^L + i^TR^d^R - mWl^R - mW^^L , (5.73) 

ce qui n'est qu'une reformulation des expressions (5.66), mais a Faide de spineurs a quatre compo- 
santes. 

On constate a nouveau que les spineurs gaucher et droitier se decouplent lorsque la masse 
est nullc. L'action reste toujours invariantc sous les changements de phase globaux des spineurs, 
ces fermions sont done charges, et les deux degres de liberte decrivent done la particule et son 
antiparticulc. Dans ce cas, il n'existe done plus qu'un scul etat de polarisation pour chacun des 
spineurs R ou L. On pourrait alors montrer que le spin du fcrmion gaucher est toujours antiparallclc 
a son impulsion, alors qu'il est parallele dans le cas droitier, e'est la Forigine de cette denomination. 
II est tout a fait interessant de noter a ce point T analogic avec le cas du champ vectoricl. En effet, 
dans les deux cas, le passage d'un champ massif a un champ non massif fait perdre a la particule 
un etat de polarisation. Ici a nouveau, on parlcra plutot d'hclicite que de spin lorsque m = 0. 



5.8 Les fermions de Majorana 

Lors de la construction du Lagrangicn de Dirac, nous avions climinc les termes pourtant scalaires 
de la forme ip T £ip et x > puisqu'ils etaient a priori nuls. Mais entre-temps, nous avons observe 
qu'il s'agit de champs fermioniques qui satisfont a des relations d'anticommutation. En particulier, 

V>iV>2 - ip2i>i + o . 

On peut done concevoir encore un nouveau type de fcrmion massif a sculcmcnt deux composantes : 



_Sf = ^a^d^tp + rmp T £i/j 



(5.74) 
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On observe rapidcmcnt que ccttc thcorie n'est plus invariante sous le groupe U(l), le champ n'est 
done plus charge. II subsiste cependant encore deux degres de liberte, ce sont les deux etats de 
spin. On appellc ce nouveau type de fermion neutre les fermions de Majorana. lis ont la propriete 
particulicre d'etre leur propre antiparticule. Ce type de particule a regu recemmcnt un interet 
renouvele, alors que les experiences sur les oscillations des neutrinos tendent a prouver que ces 
dcrnicrs ont une masse certes faible mais non nulle. Comme ils portent un spin |, ils pourraient 
precisement etre de type Majorana. 

5.9 Conclusion 

C'est avec ces quelques precisions que s'acheve notre etude des trois types de champs libres sur 
lesquels repose l'ensemble du Modele Standard : Le champ scalaire, le champ vectoriel et le champ 
spinoriel. Pour construire un modele interessant, il faudra maintcnant introduire des interactions 
entre ces champs, i.e. ajouter aux Lagrangicns libres des termes 'mixtes' qui permettent de decrire 
comment differentes particules peuvent interagir. Mais avant cela, nous concluons cette partie par 
une breve etude des symetries discretes. 



Chapitre 6 

Symetries discretes 



Jusqu'a present, toutcs lcs symetries que nous avons considerees formaient des groupes de Lie et 
pouvaicnt done etre decrites par unc fonction douce d'un ou plusieurs parametres. En particulier, 
il etait toujours possible de travailler avec ces transformations sous forme infinitcsimalc, ce qui est 
essentiel pour le theoreme de Noether et pour la construction des courants associes. Cette situation 
n'est pourtant pas generique et il est tout a fait possible de considerer aussi des symetries, dites 
discretes, dont on ne peut pas relier les diffcrcnts elements de manicrc continue. Nous en avons deja 
rencontre deux types dans le groupe de Lorentz : 

1. L' inversion temporelle 

T: (t,x) {-t,x) ., (6.1) 

qui echange les roles des cones de lumiere futur et passe. 

2. La parite 

P: (t,x) .— > (t,-x) , (6.2) 
qui produit une image miroir du monde, en renversant done sa chiralite. 
Finalcmcnt, il en existe une troisieme importante, qui est une symetrie interne, i.e. qui ne modific 
pas Fespace-temps mais les champs seulement, la conjugaison de charge : 

C : {particules} i — > {antiparticules} . (6.3) 

S'il a toujours ete essentiel jusqu'ici d'imposer l'invariance des theories par rapport a C\, la 
situation est plus delicate pour ces symetries discretes. Jusqu'a present, lcs experiences n'ont pas 
reussi a mettre en evidence de violation de T, P ou C pour deux des trois interactions fondamentales, 
a savoir les interactions forte et electromagnetique. Par contre, l'interaction faible viole C et P 
separement, de meme que CP et T. Cependant, le theoreme CPT affirme que sous des hypotheses 
raisonnables, la combinaison des trois, i.e. CPT, doit etre une symetrie de la nature, et aucune 
experience n'est venu le contredire jusqu'ici. 



renverser la quantite de mouvement d'une particule, 
cinetique. Quantiquement, on doit representer cette 
dont il suffit de connaitre Taction sur les operateurs 



6.1 La parite 

D'un point de vue classiquc, la parite doit 
sans pour autant inverser le sens du moment 
transformation par un operateur unitaire Up, 
de creation et d'annihilation : 

Ural (k)U P = vp&U-k) 



et U P a a (k)U P = n P a a (-k) , (6.4) 
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oii r\p est une phase non determined pour l'instant. Comme Up est unitaire, on doit cepcndant avoir 
que |??p| 2 = 1. Dans le cas oil Ton traite des champs complexes, on doit aussi avoir : 

U P bi(k)U P = rjpbK-k) et U P b a (k)U P = fjpbvi-k) , (6.5) 

avec \fjp\ 2 = 1. 

II s'agit maintenant dc dcduirc lcs lois de transformation des champs eux-meme sous Faction de 
la parite. 

6.1.1 Champ scalaire 

Clairement, on doit avoir que Up(f>(t, x)U P — A(j)(t, —x), et A est un nombre a determiner. Pour 
cela, 

U P fa,x)U P = J ^jf k 2£{k) {^a(-fc)e-^ t+ ' fe + 4aH-ky^~ kS } 

= * / J^hk) + . 

On doit done imposer une contraintc supplcmcntaire a la phase, 

^ = 1 . (6.6) 

V<f> 

Cette phase doit done etre reelle, il ne reste que deux possibilites : 77^ = ±1. Ceci definit done deux 
types de champ : 

1. Le champ veritablement scalaire, pour lequel Up4>(t,x)U P — (f>(t,—x). 

2. Le champ pseudo-scalaire, tel que Up(f>(t,x)U P = ~4>{t, —x). 

Le cas du champ complcxe est quelque pcu different. On impose de mcmc U P 0{t,x)U P = 
A<j>(t, -x). Or 

Up^(t,x)U P = J (27r) f 2 fc £(fc) {vpa(-k)e-^ rkS + jfrfet(-fc) e ^-**} 
On trouve done que 

rjp = VP- (6-7) 

On ne peut done pas determiner les phases dans ce cas-ci. Seul importe le comportement relatif de 
la transformation de la particule par rapport a l'antiparticule. 

6.1.2 Champ vectoriel 

Comme dans le cas precedent, on doit obtenir UpA l (t, x)U P = MA-A l (t,—x), 011 Ma est une 
matrice 3x3. Avant d'effectuer le calcul, rappclons que lcs vecteurs de polarisation ont ete choisis 
de telle sorte que le troisieme soit parallele a k. Sous Pechange k — k, on aura que 



e (">(£) — ► -eW(-it) 
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Ainsi, 

71=1 



U P A%x)U P = J ^^ EH-'t^l) [vA&wi-^^ + ri^i-^ 

On a done que Ma = I et a nouveau seulement deux cas possibles : 

1. Le vecteur, pour lequel r\A = 1 et done UpA l (t,x)U P = —A % (t, —x). 

2. Le pseudo -vecteur, avec 77^ = —1 et UpA l (t, x)U p — A l (t,~x). 

On trouve bien le comportcmcnt classique d'un vecteur par image miroir. 

On peut finalement determiner la loi de transformation de la composante '0' du champ. Comme 
do A = diA 1 et que di — > —di, dans le cas d'un vecteur, on a que A n'est pas modifie : 

(Vecteur) (^l) — ► (A ,-l) , 

ce qui est tout a fait analogue a la transformation des coordonnees (t,x). 

6.1.3 Champ spinoriel 

Nous abordons maintcnant le cas le plus interessant, le spincur. La loi de transformation la plus 
generale s'ecrit a nouveau 

U P ty(t, x)U P = 7]^A^(t, -x) , (6.8) 

ou A est une matrice 4 x 4 a determiner. Nous n'allons pas suivre la mcme demarche que dans les 
cas precedents ici puisqu'on ne connait pas a priori les lois de transformation des spincurs u a et 
v a . L'astuce sera done d'exiger a l'inverse que le Lagrangien libre et done l'equation de Dirac soit 
invariants sous Faction de Up. Autrement dit, le champ transforme doit aussi etre une solution de 
cette equation. Ainsi, 

i^d U P ^{t, x)U P + iy>djU P ^(t, x)U ] P - mU P 9(t, x)U P = 
<==^ 27°5 ??*A*(t, -x) + ij 3 djrj^,A^(t, -x) - mr)^A^{t, -x) = 
i-f"Ad ^(t, x) - i-f j Adj^(t, x) - mA*(t, x ) = , 

ou on a simplcmcnt change x en — x dans la dcrniere ligne. Pour que Ton obtienne a nouveau 
l'equation de Dirac, il faut done identifier une matrice qui commute avec 7 et qui anticommute 
avec les 7* . On trouve facilcmcnt A — 7 . On a ainsi 

U P V(t,x)U P = r/*7°*(t, -x) . (6.9) 

Pour terminer cette section, nous donnons un exemple experimental ou la parite est violee. On 
considere la disintegration du pion en muon et neutrino : 

7T+ — > fl + + . 

Dans l'etat final, le muon peut avoir son spin oriente parallelement (droiticr) ou antiparallclement 
(gaucher) a son impulsion. Si la parite etait une symctric cxactc, alors le nombre de muons gauchcrs 
devrait etre le meme que le nombre de muons droiticrs. Or il s'avere que ce n'est cxpcrimcntalcmcnt 
pas le cas. La parite n'est pas une symetrie de Finteraction faible, responsable de cette reaction. On 
verra ceci en details au chapitrc 11 : disons pour l'instant que l'interaction faible est explicitement 
gauchere. 
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6.2 La conjugaison de charge 

Si la parite en tant qu'operateur quantique presente un analogue classique evident, l'operateur 
de conjugaison de charge Uc, lui, est purement quantique ct n'admet aucun analogue classique. II 
cchangc lcs roles des particules et des antiparticules. On commence done par definir 

U c al(k)Ul = V * c bt(k) et U c a a {k)Ul = Vch(k) . (6.10) 

De meme, 

U c bUk)Ul = VcaUk) et Ucb a (k)rf c = f, c a a {k) . (6.11) 

On a alors que 

at (k)a a (k) %{k%(k) et %},{%% a\{k)a a {k) . 

Ceci impliquc directement l'invariance de l'cncrgie et de la quantite de mouvement. Par contrc, on 
constate que la conjugaison de charge change le signe de la charge (d'ou son nom), puisquc 

Q ~ al(k)a a (k) - #„{%%{%) -2+ bl(k)b a (k) - al(k)a a (k) ~ -Q . 

La question qui se pose maintenant est celle de la transformation des champs reels. Claircmcnt, 
on doit avoir 

U c a a (k)Ul = r] C aa(k) , 

et naturellcment r/c = ±1. On parlera alors de champ veritablement neutre dans le cas +1. 

Pour la suite, la demarche est la meme que dans le cas de la parite. On laissc done au lecteur 
soucieux de connaitre les details le soin d'effectuer les calculs lui-meme. On trouve : 

- pour le champ scalaire 

pour autant que tjq = r\c- On constate done que la transformation est locale, i.e. que le champ 
au point (t, x) apres transformation ne depend que de la valeur du champ avant a ce meme 
point (t, x) ; 

- pour le champ vectoriel, la situation est la meme. En particulier, on notera au passage que le 
photon, qui est un champ reel, est du type r\c = — 1- 

Concentrons-nous maintenant sur le champ de Dirac. Comme pour le champ scalaire, la conju- 
gaison de charge doit transformer ^f(x) en ^*(x). La convention est d'ecrire la transformation locale 
sous la forme suivantc : 

U c ^{x)ul = r)C^ T (x) (6.13) 
= 7 1 C 1 0T ^*{x) , (6.14) 

et la matrice 4 x 4 C sera a nouveau determined en imposant la symetrie de l'equation de Dirac. 
On a 

H^t/c* - mUc^{t,x)Ul = 
i^d^Cj 0T ^*(x) - mr 1 Cj 0T ^*(x) = 
i^C^ 0T d^*(x) - mC^ T ^{x) = 

- i^*C*j°^d^(x) - mC* 7 0t *(x) = 

- z 7 ° (C*)- 1 ^*C*-/°d^(x) - m«f(x) = , 
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ou on a pris le conjugue a la quatrieme ligne, puis multiplie par 7 (C*) a la ligne suivante. La 
matrice C doit done satisfaire 

-/(C*) -1 ^^ = 7 M ■ (6-15) 
On multiplie a gauche et a droite par 7 , remarque que 7 ° 7 ^ 7 ° = 7^, d' ou 

(C*)- 1 Y i *C* = -y t , 

ou encore 

C- 1 7^C=-7^ T . (6.16) 

Proprietes 

1. Tout d'abord, on montre facilement que la matrice C doit appartenir a Falgebre de Clifford. 
En effet, 

y* 7 " + = 2?? ^ ^ Y T + y* Ty T = 2?? ^ j 

et done 7 mT G Clifford. L'cquation (6.16) montre alors que C € Clifford. On doit done pouvoir 
exprimer C comme une fonction des matrices de Dirac. 

2. Prenons la transposed de Feq. (6.16) : C T j^ T C^ 1T = — 7^. Autrement dit, 

ce qui montre que C T = — C . On montrerait de meme que = — C . 

3. Finale me nt, 

CC 1 = C f C = I et done C 2 = -I . 

Dans la representation de Weyl, il est aise de verifier par un calcul direct qu'un choix possible pour 
la matrice C est donne par 

C = i 7 2 7 ° . (6.17) 

Apres que fut decouverte la violation de la parite, on crut un temps que la combinaison charge- 
parite devait etre une veritable symetrie. II est apparu dans la disintegration du meson K° que tel 
n'est pas le cas. Autrement dit, il est possible de distinguer la matiere de l'antimatiere. Ceci dit, 
dans de nombreux cas, il peut etre extrememcnt utile d'utiliser les symetries discretes, que ce soit 
pour construire des Lagrangiens, ou pour constater immediatement que tel ou tel processus n'est 
simplement pas possible. 

Tous les elements sont maintcnant en notre possession pour attaquer la seconde partie de ce 
cours : les Lagrangiens d'interaction et le Modele Standard. 



Deuxieme partie 

Champs en interaction 
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Note A partir d'ici, nous ne quitterons plus la thcoric quantique. Les champs seront done toujours 
des operateurs de champ quantique, et nous nous permettrons done de laisser tomber systematiquement 
le chapeau qui permettait jusqu'ici de bien distinguer l'univers quantique de la theorie classiquc. 
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Chapitre 7 

Interactions et regies de Feynman 



Dans cette deuxieme partie, nous nous tournons vers la construction du Modclc Standard, utilise 
dcpuis maintenant plus de 30 ans en physique des particules. Bien qu'il soit aujourd'hui evident 
qu'il ncccssitc un certain nombre de corrections ou d'ajouts, comme par exemple l'existence de 
neutrinos droitiers, il reste le modele le plus fiable pour decrire la majeure partie des experiences 
en physique des hautes energies. 

Dans ce chapitre, nous commencons par decrire phenomenologiqucmcnt les differentes experiences 
qui pcrmcttent d'explorcr le domainc de la physique des particules elementaires. Ceci nous permet- 
tra d'introduire deux grandeurs fondamentales, la section efficace d'une collision et le temps de vie 
d'une particule. La description mathematique de ces observables se fait au moycn d'une matrice 
appclee matrice S, qui correspond a l'operateur d'cvolution en representation de Dirac. Finalement, 
nous introduirons la diagrammatique de Feynman, qui n'est autre qu'une representation graphique 
du developpement de S en theorie des perturbations. Elle en simplifie considerablemcnt revaluation. 

7.1 Collisions 

La grande partie des experiences en physique des hautes energies se deroulent dans des accelerateurs 
de particules : on accclere des faisccaux de particules pour finalement lcur faire subir des collisions 
a tres haute energie qui font apparaitre leur structure intimc. On n'entrera pas ici dans les details 
techniques des differents types d'accelerateurs. Mentionnons simplement qu'il existe d'une part des 
experiences a cible fixe, ou des particules a haute vitesse viennent heurter une cible au repos dans 
le laboratoire (ou se situe le detecteur), et d'autre part les collisionneurs ou deux faisceaux sont 
acceleres dans des directions opposees pour finalement vcnir s'ecraser l'un contre l'autre. C'est a 
cette deuxieme famille qu'appartiennent les dernicrs accelerateurs du CERN, le LEP et surtout le 
LHC (Large Hadron Collider) , collisionneur proton-antiproton dont la mise en fonction est prevue 
pour 2007. 

7.1.1 La section efficace 

Pour decrire un tel type d'experience, on introduit la section efficace a, grandeur mesurable qui 
conticnt toutc l'information concernant la collision. 

Considcrons une experience a cible fixe. De maniere cquivalcntc, placons-nous dans le rcfcrcnticl 
de repos d'un des deux faisceaux, il suffira de s'assurer que la formule que nous obtiendrons soit 
bien Lorentz-invariantc. Prenons une certaine longueur lg dans le faisceau de particules incidcntcs 
a vitesse v, et dont la section est S et la densite ps- De meme, soit It, la largeur de la cible, 
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de densite px, et de meme section. On detecte alors n particules issues de la collision avec des 
impulsions (pi + dpi), i — 1, . . . , n. Autrcmcnt dit, on considere un clement de volume infinitesimal 
dans l'espace de phase des particules produites par la collision. On definit alors la section efficace 
differentielle da par : 

dN = ( „ da „ ) p T l T p B l B Sd 3 Pl ■ ■ ■ d 3 p n . (7.1) 



^d 3 P i ■ --d 3 p n 

Comme PbIbS — Nb, le nombre de particules dans le faisceau considere, on peut ecrirc : 

dN \ 1 / da 



N B N T J S\T\7=id 3 P 



Y[d 3 Pi . (7.2) 



i=i 



La section efficace differentielle est done le nombre rclatif de particules detectees par unite de volume 
dans l'espace de phase des particules sortantes. Clairement, e'est aussi la probability de detecter les 
particules 1, . . . , n avec une certaine distribution de leurs impulsions. 

Si pour une memo collision, il y a M cvcncmcnts diffcrcnts possibles, avec chacun rij particules 
dans l'etat final, on definit la section efficace totale par 

Pour chacune de voies possibles, on intcgrc done sur l'espace de phase, i.e. on ne s'interesse pas a 
la distribution des impulsions, et finalement on somme sur tous les processus possibles. La section 
efficace totale a la dimension d'une aire. Une unite typique est le barn : 

Ibarn = 10~ 24 cm 2 . 

Expcrimcntalcmcnt, on s'interesse souvent a la luminosite L du dctcctcur, definie par 

La = nombre d'evenements par unite de temps . 
Par cxemplc le LHC aura une luminosite d'environ 10 34 cm~ 2 s~ 1 . 



d A Pl ■ ■ ■ d A p n dt . (7.4) 



7.2 Temps de vie 

Une grandeur caracteristique des particules est leur temps de vie. Cette fois-ci, on considere 
un ensemble de Nj\ particules identiqucs dans un echantillon. Chaque particule se desintegrc en n 
autres particules d'impulsions (pi + dpi), i = 1, . . . ,n. Le nombre d'evenements observes par unite 
de temps sera alors 

dN _ f dT 
Na ~ \d 3 Pl ---d 3 p„ 

On peut alors integrer sur les impulsions pour obtenir la largeur partielle Tp de la disintegration. Fi- 
nalement, la largeur totale T est la somme des largeurs partielles de toutes les voies de disintegration 
possibles : 

L 'importance relative des differents processus de disintegration d'une meme particule se traduit par 
leur branching ratio ^ , qui donne la probabilite d'une certaine disintegration parmi l'ensemble des 
processus possibles. 
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Exemple On considere la disintegration du muon, dont le temps de vie est r = 2.19 • 10~ 6 s. Trois 
scenarii sont possibles, dont Tun est largcmcnt dominant, commc lc montrc ce tableau oil on donnc 
les differents branching ratios : 



— > ^V e v^ ~ 1 , 

pT -> e~V e v^ 1.4 • 10~ 2 , 
— > e~Z7 e i/ AI e~e+ 3.4 • 1CP 5 . 

On definit pour terminer la (faree vie r comme l'inverse de la largeur totalc 

r=\, (7-6) 

ct on verifie bien que c'est une grandeur de dimension temps. Clairement, e'est le temps qu'il faut 
pour que la probabilite de disintegration atteigne e _1 . 

7.3 La matrice S 
7.3.1 Definition 

Soit une theorie definie par un Hamiltonicn H, en representation de Schrodingcr, qu'on peut 
ecrire 

H = H a +Hi, (7.7) 

ou Ho decrit revolution libre des champs et Hi rcprcscntc les diffcrcntcs interactions possibles. On 
considere qu'aux temps t = ±oo, les particules n'interagissent pas, autrement dit que dans cette 
limite, les champs evoluent uniquemcnt selon l'Hamiltonien libre. L 'evolution des etats est regie par 
l'equation de Schrodinger 

i at 

dont la solution est donnee par 

Mt) = e- mt i> a (0), 

ou le temps t = correspond au temps de la collision. L'indice a reprcscntc ici l'ensemble des 
nombres quantiqucs qui caracterisent un etat. Ses elements peuvent etre continus ou discrets ; lc 
plus souvent, on aura un melange des deux. En particulicr, il s'agira de l'impulsion, voire du spin, 
de la charge ou d'autres nombres quantiques significatifs en fonction des cas etudies. 

On definit alors les etats in et out, \ip~) et }, comme les etats asymptotiques lorsque t — > ±oo 

De maniere equivalente : 

|^)= lim e^e-^lMO)) ■ (7-9) 

t — >±oo 

On cherche alors a calculer l'amplitude de probabilite de la transition entre un certain etat in 
ct un certain etat out : 

On definit alors la matrice S par l'egalite suivante : 



(7.10) 
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On trouve aisement l'expression explicite de l'operateur S : 

\^+)= lim e iHot e- mt e iHt 'e- iHot ' \^-). (7.11) 



t ' — > — oo 



Ainsi, 

S = lim e Mot e -iH(t-t') e -mot' m (7>12 ) 



t'—> — oo 



Remarque Rappclons brievement les trois representations traditionnelles de la theorie quantique. 
Dans la representation de Schrodinger, les observables sont constantes et revolution tcmporelle est 
portee par les etats ; dans la representation de Heisenberg, ce sont les etats qui restent invariants 
alors que les observables varient avec revolution temporellc ; finalement, la representation de Dirac, 
ou representation d'interaction, est mixte : les observables portent revolution libre du systeme, alors 
que les etats evoluent sculcmcnt scion la partie d'interaction de l'Hamiltonien. L'equation qui relic 
ces differentes representations est alors 

(1>s\O s \i/>s) = (iI>h\O h \iI>h) - (^d\O d \^ d ) . 
Si en representation de Schrodinger, H = Hq + Hi, alors 

(^ s | e <(Wo+W7)(t-t') 0se -i(Wo+W7)(t-t')|^ ig ) ) 

et done, en representation d'interaction, on a 

\i) D (t)) = U D (t,t')\Tp D (t')), (7.13) 

D (t) = e <Wo(t - t ' ) 2 ,(t')e- iWo(t - t ' ) , (7.14) 

oil 

U D (t, t') = jn t e -iHtjm' e -m t> (7 15) 

En comparant avec l'eq. (7.12), on a done montre que la matrice S n'est autre que la limite de 
l'operateur d'evolution en representation d'interaction : 

S= lim U D (t,t'). (7.16) 

t'— > — oo 



Propriete 

[H ,S]=0, (7.17) 
[Po,S\ = 0- (7.18) 

La preuve est triviale. D'une part, 

e maT Se- m ° T = S , 

puisque dans le membre de gauche, il sufhra de renommer les variables t = t + t ct t = t' + t pour 
retrouver l'expression de la matrice S. 
D 'autre part, 

e iP x g e -iP x _ g 

puisque [P 0j Wo] = 0. Par les rcsultats elementaires de mecanique quantique, on sait que ceci 
implique directement la conservation de l'energie et de l'impulsion lors du processus. 
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Pour extraire de la matrice S sa partie interessante, i.e. celle qui decrit uniqucmcnt l'interaction, 
on definit la matrice T par 

S = I + iT. (7.19) 

La partie I correspond en effet a Ti. = TCq, i.e. au cas oii l'interaction n'a pas lieu, ce qui ne nous 
intcrcsse pas ici. Finalcmcnt, on sait que le processus doit conserver le quadrivcctcur quantite de 
mouvement. Considerons alors des etats propres de l'operateur quantite de mouvement libre P , 
i.e. les etats asymptotiques d'impulsion bien dcfinic : l'etat out \qi . . . q m ) et l'etat in \p\ . . .p n ). On 
definit l'element de matrice M (in — ► out) e C par 

( Ql . ..q m \iT\ Pl ... Pn )= i{2v)H^ ^2 Qi - Y,p)j M {in -» out) . (7.20) 

On appelle souvent M. V amplitude de diffusion, c'est la grandeur essentielle en physique des parti- 
cules, qui permet le lien entre theorie et phenomcnologie. 



7.3.2 Matrice S et temps de vie 

Dans cette partie, nous allons deriver la formule qui relic la largeur d'une particulc a 1' amplitude 
de diffusion, i.e. a la matrice S. Nous nous permettrons des calculs 'a la physicicn', i.e. oii la rigucur 
mathematique ne constitue pas le souci essentiel. On pourrait au prix d'efforts considcrablement 
plus intenses y apporter la rigucur nccessaire. 

Dans le cas d'une desintegration, l'etat asymptotique initial est simplement \p). Calculons la 
probabilite de transition. On ecrit 1 

Prob(b) - \qi...q n )) ~ \(qi . . . q m \iT\p)\ 2 = [2vf5^ (T,*-pJ S (4) (0)\M\ 2 . (7.21) 

Mais 

d 4 x , t , rfA ,,^ f d A x V ■ T 



* w (*) = / ^ lkx - <5 (4) (o) = / 



(2tt) 4 (2tt) 4 



si l'on etait dans un volume V et un intervalle de temps T fini. De plus, on cherche un etat initial 
norme : 

(0|o(p)ot(p)|0) - (2 7 r) 3 2 £p - ( 5( 3 )(0) = (2^) 3 2e p -^ - 2e f V . 
|0). Finalemcnt, on introduit 1 'clement 

des particules sortantes 



Done \p) = , 1 a^(p)\0). Finalement, on introduit l'element de volume dans l'espace de phase 

v 2 e ' 



C'est l'element de volume invariant par rapport au groupe de Lorentz. On peut alors ecrirc la 
probabilite comme 

Prob(b)^|g 1 ...< Z „))=^ 7 (2^)V 4 ) (I>-p) \M\ 2 VTd<$>. (7.23) 



1 Rappelons que [5(x)] 2 = 8(x)8(0). 
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Finalcmcnt, la largcur differentielle est donnee par dT = g£gM|g)zdgii^gi>)) . 

dT = ^z^) A 5 {4) (j2<H ~pj \M\ 2 d^> , (7.24) 
ou encore, dans le referentiel de repos de la particule de masse M, 

«r - m^ isW (i> - >) ^ (n - (« 5 > 

C'est la formule que nous cherchions a obtenir. Une fois que la theorie sous-jacente au processus 
a fourni l'amplitude de diffusion, on connait la durce de vie d'une particule, qui peut alors etre 
mesurcc ct lc rcsultat confronte aux predictions theoriques. 

Dimensions : [dT] = GeV 1 , [S^(k)] = GeV~ 4 , [d$] = GeV 2n , d'ou [M] = GeV 3 ~ n , ou encore 

[M] = GeV A ~ N , ou N = nombre de particules impliquees dans le processus . 

Ce dernier resultat etant valable quel que soit le type de processus considere, bien cvidcmment. 

7.3.3 Matrice S et section efRcace 

On cherche maintenant a ctablir lc mcmc type de rcsultat pour une collision de deux particules. 
La demarche est semblable a ce que nous avons fait dans la section precedente, mais avec deux 
normalisations puisque l'etat initial contient deux particules. On peut directement ecrire l'equivalent 
de l'eq. (7.23) : 

Prob(|p lP2 ) -+ \ qi ...q n )) = 2£ 1 piV2£ 1 p2V (^) is(i) (^E*-E^j \M\ 2 VTd$. (7.26) 

Placons-nous alors dans le referentiel de repos de la particule 2. En reprenant les notations du debut 
de ce chapitre, on a ici Nb = Nt = 1, d'ou pbIbS = prfrS = 1. Alors ps = y- Par ailleurs, si v 
est la vitesse de la particule incidente, Ib = vT. Ainsi, PbIb = yvT, d'ou 

T_ _ PbIb 
V ~ v ' 

On substitue ceci dans la probabilite : 

Prob(b lP2 )-|g 1 ...g n ))= 4? g f2 (2 7 r)V 4 ) ^> " I>) \ M \* d * ■ ( 7 ' 27 ) 

Pour traiter un cas tout a fait general, on definit la section efficace comme la probabilite de la 
transition par unite de flux de particules incidentes. Ainsi, 

Pl 2 \ i i / 

Finalcmcnt, on cherche une expression gcncralc, qui soit valable dans tout referentiel. II faut done 
trouver la fonction I — I(pi,pz, M\, M2), Lorentz invariante, qui se reduise a Ave Pl M2 dans le 
referentiel de repos de la cible. La fonction I ne peut dependre que des scalaires 

p\ = Ml, p 2 2 = M 2 Pl p2 l =° e Pl M 2 . 



7.4. LA MATRICE S EN THEORIE DE PERTURBATION 
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On commence par notcr que v = j^-. Le denominatcur de (7.28) est done 4|pi|M 2 = 4^/ '—A'/ 2 + e^M^. 
On voit alors clairement que l'expression invariante est simplement 

4/ = 4 v / ( 2 7 1 -p 2 ) 2 -M 1 2 M 2 2 , (7.29) 
d'oii finalcmcnt la section efiicace Lorentz invariante : 

do = , 1 (2tt) 4 ^ 4 ) I V gt - y Pj 1 \M\ 2 (f\ , ) . (7.30) 



7.4 La matrice 5 en theorie de perturbation 

Nous sommes maintenant confrontes a un probleme habituel en theorie quantique. Nous avons 
facilcmcnt pu exhiber une expression formelle pour la matrice S a l'aide d'exponentielles de l'Ha- 
miltonicn. En pratique cependant, il est bien clair qu'une telle exponentielle n'est pas calculable, et 
on doit alors avoir recours a des methodes perturbatives. 



Definition Soit S(n), le groupe des permutations de {1 . . .n}. On appelle produit chronologique 
des operateurs O(ii), . . . , 0(t n ) l'expression 

T[0{t 1 )---0{t n )]= W r «(Mi)-M2))-" fl (Mn-i)-Mn)) (Mi))"-°(Mn))' ( 7 - 31 ) 

ou les 9 sont des fonctions saut de Heaviside, 

6{z) = l 1 X> ° . 

et ou v = 1 pour des operateurs bosoniques, v = — 1 pour des operateurs de types fermioniques. 
On comprend facilement la denomination de ce produit particulier. En effet, le seul terme non nul 
de la somme est celui ou les arguments des operateurs sont ordonnes en ordre croissant depuis la 
droite, i.e. tels que t^x) > ^(2) > • • • > t n ( n y 



7.4.1 La serie de Dyson 

Ann d'ctablir une formule effectivemcnt utilisable en pratique, commengons par identifier l'cquation 
diffcrcnticllc d'cvolution de l'operateur Ujj{t,t') = cxp(iHot) exp(— iHt) exp(iHt') exp(— iTC t'). On 
a 

^U D (t, t') = iH U D (t, t') - exp(iH Q t) (iH) exp(-iHt) exp(iHt') exp(-iH t') 
= -icxp(iH a t) (H-Ho)exp(-iH t)U D (t,t') 
= -iH { j D \t)U D (t,t') , 

oil on denote par 7i\ D \t) l'Hamiltonien d'interaction en representation de Dirac. On a ainsi ob- 
tenu une equation differcnticllc du premier ordre pour l'operateur d'evolution en representation 
d'interaction : 

f l £u D (t,t') = n { I D) (t)u D (t,t'), 
u D (t',t') = i. {7J2) 
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Formcllcmcnt, on trouvc dircctcmcnt 1 'equation intcgrale cquivalente : 



rt 

U D {t,t')=I-ij dTH { p{T)U D {T,i!) 



(7.33) 



En pratique, l'Hamiltonicn d'interaction sera de la forme Hi = XV, ou A est unc constante de 
couplage associee a l'interaction que Ton considere. Si cette derniere est suffisamment petite, |A| <C 1, 
on pourra resoudre l'cq. (7.33) perturbativement, ce qui produira une serie en puissance de la 
constante de couplage, dont on pourra raisonnablcment esperer qu'elle admcttc un domainc de 
convergence non degenere. Autrement dit, on considerera l'interaction comme une perturbation de 
l'Hamiltonicn librc. 

La solution non perturbee est naturellement Uo(t, t') = I. On injecte cette solution dans 
l'equation pour trouver la solution au dcuxicmc ordre, qu'on injectera a nouveau pour obtenir 
le troisieme, et ainsi de suite pour les ordres superieurs : 



U 1 {t,t')=l 



if dTH I (T)U (T,t')=I-i [ dTHi(r), 
Jt' Jt' 

U 2 {t,t')=I-i [ dT 1 H I {T 1 )U 1 {T 1 ,t')=I-i [ dnUi{n) l-i f 1 dT 2 Hi(T 2 ) 
Jt' Jt' \_ Jt' 

= l-i ( dnHjin) + (-if f d n f ' dr 2 Wj(ti)Wj(t 2 ) 



U z {tJ)=I-ij dnHiin) I - ij ' dr 2 Hi{t 2 ) + {-if J ' dr 2 J J rfr 3 W/(r 2 )W 7 (r 3 ) 

= I-iJ*dn Hi(n) + (-if J d n J ' dr 2 Hi(ti)Hi(t 2 ) 

+ (-if f d Tl [ 1 dr 2 ( 2 d^HiinyHiiv^Hiin) 
Jt' Jt' Jt' 



Finalcment, on trouvc done la serie de Dyson pour l'operateur devolution, 

U n (t, t')=I+ YS-if dn jT 1 dr 2 ■ ■ ■ jT 3 1 dr 3 Hi(n) ■ ■ ■ Hi(tj) . (7.34) 

On peut reecrire les intcgralcs qui apparaissent ici en introduisant des fonctions 8 qui permettent 
d'avoir les meme bornes d'intcgration partout : 



dT,e(n - n) ■ ■ - r^Hdn) ■ ■ ■ h,{t s ) 



Mais les indices d'integration sont mucts, on a done j\ manieres differentes d'ecrire cette meme 
intcgrale, en effectuant toutes les permutations possibles de indices 1 a j. Elle est done egale a 

j j dn--- j drj 61(^(1) -^(2)) •••^(r 7r(j _i) -r 7r ( j ))H/(r 7r (i))---W/(r 7r ( j )) . 

On a ainsi fait apparaitre un produit chronologique, et on peut done simplcmcnt ccrire 

[7„(t,i') = I + 5Z^ L / dn--- dr j T[H I (n)---n I (T j )} . (7.35) 
j=i J Jt' Jt' 
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8!) 



Si cette serie admct un rayon de convergence non nul, on peut passer a la limitc n — > oo. 
Finalcmcnt, on se souvient que la matrice S est la limite de cet operateur a +00 ct —00, d'ou le 
rcsultat important suivant : 



5 = 1- 



E 



(-0 



J — CO J — : 



dT 1 ---dT j T[Hi(T 1 )---Hi(T j 



(7.36) 



On reconnait la forme d'un developpement en serie d'une exponentielle, mais avec le produit chro- 
nologique en sus. On notera souvent symboliqucment 



S = T 



exp 



(-£ 



dtHi(t) 



(7.37) 



Nous avons ainsi derive une formule explicite pour S, dont il sera toujours possible de ne garder 
que les premiers termes si necessaire. II s'avere en fait que la majeure partie des calculs de ce cours 
se limitcront au premier ordrc. Non sculcmcnt la complcxite calculatoirc croit-ellc de manierc trcs 
rapide avec les ordres perturbatifs, mais des problcmcs conceptuels importants surgissent aussi, que 
ce soit simplcmcnt le problcme de la convergence de la serie ou alors le fait que certain termes 
apportcnt une contribution infinie. 



7.4.2 Exemple : la disintegration du boson de Higgs 

Avant de passer a la suite des developpcments theoriques, nous allons mettre en pratique la for- 
mule (7.37) et calculer la largeur (partielle) du boson de Higgs. Nous allons etudier la disintegration 
du boson H en une paire electron-positron 

H -» e+e- . 

La densite lagrangienne qui regit ce processus est donnee par 

^ =-d^4>--m] { <p 2 + i^^d^ -m e ^ + . (7.38) 

? 2 v ' .^r ' 

, . ... champ spinoriel libra interaction 

champ scalaire libra 

C'est le dernier terme, nouveau terme mixte, qui permet le couplage du boson scalaire <fi, le Higgs, 
avec le spineur la paire electron-positron. On a done 

M = -j2?j = , (7.39) 

ct on rcmarque qu'il est directement ecrit en representation d'interaction, puisquc nous utiliserons 
les expressions des champs ^ et <f> en representation de Heisenberg par rapport a revolution libre. 
On definit les etats asymptotiques suivants : 

- L'etat in : (J{k)\0) ; 

- L'etat out: aUp)bl(q)\0). 

Pour calculer le temps de vie, nous aurons besoin de F amplitude A4, ct done de l'element de matrice 
S suivant 

(0\a a (p)b a ,(q)Sa^(k)\0) . (7.40) 

Le parametre important pour le calcul perturbatif est la constante de couplage /, que nous suppo- 
serons suffisammcnt petite pour que la suite ait un sens. Au premier ordre, Feq. (7.37) devient 



S = T 



exp(~ij dtHi(t)J wl + i J d A xf^(t>. (7.41) 
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Le premier terme produira simplcmcnt une fonction 5 que nous ne considererons pas puisqu'elle 
represente le cas oil aucune interaction n'a lieu. II faudra done calculer 



(0|a„(#M$) {* / d 4 x fW4>} *Hk)\0) = if J d A x (0\a a (p)b„,(q)* ^(k)\0) , 
qu'on notera simplement /. Ainsi, 

d 3 h 



(7.42) 



T- ffrl* f d3kl f [ 

11 J aX J (277)3 2^)7 (2ir) 3 2e(k 2 )J 



d 3 k 3 



) 3 2e{k 2 )J (27r) 3 2e(fc 3 ) 



E 

p,p' 



a a (p)b a ,(q) [aKk^u^e^ + b p (h)v .(k^e^] 
a p ,(k 2 )u p ,(k 2 )e-^ x + b\,{k 2 )v p ,{k 
a(k 3 ) e - lk3X + a^(k 3 y k3X ] aHk)\0) 



. [ 4 [ d*h r d 3 k 2 r 

lJ J dX J (2it) 3 2e(k 1 )J (2n) 3 2e(k 2 ) J 



d 3 k 3 



p ix(ki+k 2 -k 3 )- 



E 



r)3 2e(fc 2 )7 (2^)3 2e(fc 3 ) 
, w p (A :i ) V (fc 2 )(0|a ff (p) a t(fc 1 )6 CT ,( (Z )6t / (fc 2 )a(fc3)^(fc)|0) 

= i/«a(p)v(«) (27r)V 4 )(p +<?-£;), 

oii on a utilise le fait que les operateurs de type differents commutcnt pour ne garder qu'un seul des 
termes du produit, puis les relations de commutation pour exprimcr la valeur moyenne sur l'etat 
du vide, qui produisent des fonctions S pour les impulsions et les indices de spin. Finalcmcnt, 

(7.43) 



M(in —> out) = fu a (p)v a ,(q) . 
On peut maintenant inserer ce resultat dans l'eq. (7.25), 

dT = 2^ 4 ^ + « - ^Wv(^( ? K(p) j^k £p {2lT)32£q 



d 3 q 



(7.44) 



On ne mesure en general pas le spin des particules sortantes. On peut done sommer sur a et a'. On 
se convainc facilement (en ecrivant explicitement les spincurs en composantes si necessaire) que 

^2u a (p)v a ,(q)v a/ (q)u a (p) = ^ Tr [v a , (q)v a > (q)u a (p)u cr (p)] 



Tr 



^v a \q)v a r{q)^u IJ {p)u a {p) 



= Tr[({- m e ) (p + m e )] = Tr [p^W - m e f + - m 2 e ] = 4p ■ q - 4m\ , 
oil on a utilise le fait que Tr [7^] = 0, Tr [7^7"] = 4xf v et Tr [I] = 4. D'ou 
d 3 p 



r = 



Comme le Higgs est au repos, la fonction S donne p + q = et ran = 2yJ\p\ 2 + mf, on peut 
done effectuer directement trois des six integrales necessaires par exemple sur d 3 q, et il reste 



S(m H ~ 2e(p}) 



4\p\/m H 



s\\p\- 



1 1 

m H J 
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De plus, 

(p + <j) 2 = k 2 = m H mais aussi (p + q) 2 = 2m 2 + 2p ■ q . 
d'ou p- q= g (jh>h ~ 2mg), et 



4p ■ gr - 4m^ = 2 (m^ - 2m^) - 4m^ = 2m^ 1 - A—^ 



m 



En reinserant tous ces resultats dans l'eq. (7.45), on trouve 



/ 



= / dn 



p 




ou on a passe en coordonnees sphcriques d 3 p = \p\ 2 dfl et integre sur \p\ pour obtenir la deuxieme 
egalitc. II nc reste plus qu'a effectucr l'integrale sur Tangle solide, cc qui donnc simplcmcnt un 
facteur An supplement aire : 

r =£( 1 - 4 Sf) ,m "- (7 ' 46) 

II est clair d'un point de vue physique (conservation de Fenergie) qu'on doit avoir m# > 2m e . On 
retrouve ici cette condition sous forme mathematique. Si la masse du boson de Higgs est beaucoup 
plus grande que celle de Felectron, on aura done 

(7.47) 



f 2 m H 



Le temps de vie est inversement proportionnel a la masse de la particule et au carre de la constante 
de couplage. 



7.5 Les regies de Feynman 

Nous venons de resoudrc un probleme simple, une disintegration au premier ordrc. Malgre le 
fait que nous ayons choisi la l'un des calculs les plus aises, il s'est deja avere passablement long. 
La complcxitc calculatoirc nc fcrait que croitre avec d'autres theories et aux ordres supericurs. 
Certains elements reapparaissent cependant de maniere tout a fait generique lors de tels calculs : 
rearrangements des operateurs de creation et d'annihilation, integrations et fonctions S, entre autres. 
Les regies de Feynman sont precisement une maniere d'automatiser certaines procedures, et ainsi 
de reduirc le temps et Feffort necessaires au calcul. 



7.5.1 Produit normal et theoremes de Wick 

Introduisons tout d'abord quelques outils qui vont nous etre utiles par la suite. Tous les champs 
que nous avons construits jusqu'a present ont pu etre decomposes selon la forme 

4>{x)^4> + {x) + 4 > -{x) , (7.48) 
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ou 

une decomposition qui serait aussi valable pour les autres types de champs, moyennant les ajouts 
necessaires. On a done une partie a frequence positive qui ne contient que des operateurs de creation, 
et une partie a frequence negative qui rassemble les annihilatcurs. Une telle decomposition n'est en 
fait qu'un cas particulier du theoreme plus general suivant, que nous n'allons pas demontrer mais 
qui est tout a fait intuitif. 



Theoreme Tout operateur O s'exprime comme la somme de produits d'operateurs de creation ct 
d' annihilation : 

oo oo 

O = ^2 X! / dpi ' ' ' dpN dqi ' ' ' dqM ( Cnm (li,Pj) "li"' a p N a iM ■ ■ ■ a qi) i ( 7 - 49 ) 

AT=1 M=l J 

ou Cnm {quPj) e C. 



Definition On appellc produit normal des operateurs Oi, . . . , O n , et on le note : 0\ ■ ■ ■ O n : lc 
produit ou tous les operateurs de creation sont arranges a gauche des operateurs d'annihilation. 
Prenons l'exemple simple de deux champs <\>i et </> 2 : 

: 01^2 : = 4>t<f>2 + 4>i<t>2 + <Pt<t>I + 0i>2~ • (7-50) 

Par le theoreme precedent, un tel produit peut etre defini pour n'importe quel ensemble d'operateurs 
de types quelconques. 

On a immediatement les proprietes importantes suivantes : 

i. : (>:■■■()„ : : O, } ■■■()-,, : Vtt e S(n) ; (7.51) 
ii. (0| : O x ---O n : |0) =0. (7.52) 

En effet, les operateurs de creation commutent entrc cux, de mcmc que les annihilateurs, scul 
comptc done l'ordrc rclatif des createurs par rapport aux annihilateurs, et e'est preciseement cc 
qui est fixe par le produit normal, d'ou la premiere egalite. La secondc propricte est trivialc mais 
essentiellc pour la suite. 



Definition 

1. On definit la contraction de deux operateurs 0\ et O2, notee O1O2, comme la valcur moyenne 
de ces operateurs dans l'etat du vide : 

O1O2 = (0|OiO 2 |0)I. (7.53) 



2. De meme, la contraction chronologique 0\Oi est definie comme la valeur moyenne du produit 
chronologique : 

n 

OiO 2 = <0|T[OiO 2 ]|0)I. (7.54) 
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Finalcmcnt, on dcfinit les contractions a l'interieur d'un produit normal par 

: ()■■■ O, .(),(),.. ■ ■ ■ O, .O.Oj.i ■■■()„ : iri (),(), :().■■■ O, ,r>,. : • • • (), ■■■()„ :. 

I I LJ 

(7.55) 

oil v = +1 pour des operateurs bosoniques, v = — 1 s'ils sont de type fermionique, et tt est la 
permutation qui amene (1, . . . ,i, . . . , j, . . . ,n) sur 1, . . . , n). 

Considcrons maintcnant des champs (f> + et (j>~ . Alors on a aussi que 

fax 1 )fax 2 )=[ct>-{x 1 ),(t> + {x 2 )] . (7.56) 
I I 

En effet, 

fa Xl )fax 2 ) - (O|r(^i)0 + (^)|O)I= (0| [c( ) -(x 1 ), ( t> + (x 2 )] |0) - [c( ) -(x 1 ), ( f> + (x 2 )] (0|0) 

I I 

Nous sommes maintcnant prets a prouvcr lcs thcorcmcs de Wick. 
Theoreme (Wick I) 

T [<p{xx) ■ ■ ■ (f)(x n )] — : {<p{xi) ■ ■ ■ (j)(x n ) + (toutes contractions chronologiques possibles)} : . (7.57) 

La preuve de ce theoreme se fait par induction. Pour n = 2, supposons sans perte de generality 
que x° > x 2 - On a naturellement 

T [<f>( Xl )<f>(x 2 )] = (j> + { Xl )<j> + {x 2 ) + <l> + (x 1 )<f>-(x2) + <p-(x 1 )^+(x 2 ) + <j>-{ Xl )<j)-{x 2 ) 
= ct) + {x l )(t) + {x 2 ) + (j) + {xi)(j)-{x 2 ) + (j>- ( Xl )<p- (x 2 ) 
+ + (a; 2 )0-(a;i) + [^(xt), <j) + {x 2 j\ 
I 1 

= : 4>{xi)4>{x 2 ) : +cf)(x 1 )<f>(x 2 ) . 

Supposons maintenant que le theoreme est vrai pour n — 1 ; en ecrivant fa = faxi) et en supposant 
sans perte de gcncralitc que x\ > . . . > a;° , on peut successivement ecrire : 

T[fa - ■ ■ fan] = fa ■ ■ ■ fan 

— fa : {fa ■ ■ ■ fan + (toutes contractions chronologiques possibles sans fa)} : 

= {fa[ + faZ) ■ {fa ■ ■ ■ fan + (toutes contractions chronologiques possibles sans fa)} : . 

II s'agit alors de faire passer <j>f dans le produit normal. On peut dircctcmcnt lc faire pour fal , 
puisque il est alors tout a gauche, ce qui correspond a l'ordre normal. Quant a la partie a frequences 
negatives, il suffit de la faire commuter au travers des n— 1 termes a frequences positives. Considerons 
pour commencer le terme sans contraction : 

fax ■ fa ■ ■ ■ fan ■ = ■ fa ■ ■ ■ fan ■ 4>l + [faZ , ■ 4>2 ■ ■ ■ fan =] 

= : fa[ ■ ■ ■ fan : + : [fa7 , fat] fa ■ ■ ■ fan : + : fa [<f>i ,faj ] fa ■ ■ ■ fan : H 

n I ! 
= : fa fa ■ ■ ■ fan ■ + ■ fafafa ■ ■ ■ fan ■ + ■ fafafa • • • : H • 



94 



CHAPITRE 7. INTERACTIONS ET REGLES DE FEYNMAN 



On rccombine alors le premier terme de la dernicrc ligne avec le terme equivalent qui contient 
(f)~l pour reformer : <fr\ ■ ■ ■ <fi m :. Le reste de la ligne contient toutes les produits normaux ou <f>\ 
est contracte avec un autre champ. En partant des autres termes qui contiennent deja unc ou 
plusieurs contractions, et en effectuant comme dans ce cas-ci les commutations necessaires, on 
produira les produits normaux qui contiennent deux ou plus de contractions dont une avec <pi. 
On obtient finalement toutes les contractions possibles, y compris avec 4>\. On a ainsi demontre le 
theoreme. ♦ 

Le theoreme de Wick etablit le lien entre produit chronologique, qui apparait dans la matrice S, 
et produit normal, plus utile dans les calculs. II permet de decrire un produit chronologique comme 
une somme de produit normaux, plus ou moins contractes. 

Theoreme (Wick II) 



La demonstration est laissee en exercice. 

On voit deja l'utilite de ces theoreme dans le cadre qui nous interesse. L'evaluation de la matrice 
S se ramene toujours a des produits chronologiques d'operateurs de champs, d'annihilatcurs et de 
crcatcurs, dont on prend la valeur moyenne sur l'etat du vide. En appliquant les thcorcmcs de 
Wick, on pourra transformer ces produits en une somme de produits normaux avec plus ou moins de 
contractions. Mais tout produit normal est nul sur |0). Les seuls termes non nuls de la somme seront 
done ceux qui sont complctcmcnt contractes, i.e. ou il nc reste plus aucun operateur isole. Grace 
au theoreme de Wick, on pourra done facilement e valuer des produits chronologiques compliques. 

7.5.2 Regies de Feynman : concept 

Le theoreme de Wick etabli, nous pouvons maintenant facilement deduire les fameuses regies de 
Feynman pour n'importe quel Lagrangicn. L'idcc gencrale de Feynman est simplcmcnt l'observation 
qu'un grand nombre d'operations qui apparaissent lors de revaluation de Felement de matrice M. 
peuvent etre automatisees. On introduit alors une diagrammatique dont chaque element represente 
une operation mathematique, par excmplc un certain type de contraction, et qu'on peut calculer 
une fois pour toutes. II suffit alors de construire tous les diagrammes possibles pour un processus 
particulicr, leur associer a chacun un resultat immediatement calculable et deduire ainsi aiscmcnt 
P amplitude M. 

II cxistc dans les diagrammes de Feynman trois types d'clcmcnts, dont nous verrons dans la 
section suivante a quoi ils correspondent : 

1 . les lignes externes ; 

2. les lignes internes ou propagateurs ; 

3. les vertex. 

Nous donnons a la figure 7.1 un exemplc complct de diagrammc de Feynman simple, ici en electrodynamiquc 
quantique, dont l'amplitude de diffusion s'ecrit directemcnt 



<f>i ■ ■ ■ 4>n — ■ {<Pi 1 " " <An + (toutes contractions 'normales' possibles)} : . 



(7.58) 



M = u Sl (fci) (-ie-f u ) v S2 (k 2 ) 




) 



v<t 2 (P2) {-iei* 1 ) UaAPl) ■ 



(7.59) 



On voit immediatement la simplicite et la puissance de cettc mcthodc. 
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Va 2 {P2) 




—ie^ 



Fig. 7.1 - Le diagramme de Feynman au plus bas ordre pour le processus e" 1 



7.5.3 Regies de Feynman pour la theorie A0 4 

Nous etablissons ici les regies de Feynman pour une theorie simple : 



(7.60) 



Le lecteur pourra alors a titre d'exercice choisir d'autres densites lagrangicnnes ct calculcr les 
elements de la diagrammatique de Feynman correspondante. 

Dans la theorie \<p A , l'element de matrice le plus general qui puisse apparaitre a l'ordre / est de 
la forme 



A 



d i x 1 ■ ■ ■ <?x l (-il|)'(0|o(fci) • • • a{k m )T [0! • • • 04/] aT(p!) • • • a^(p n )\0) . (7.61) 



Par une application directc du thcoremc de Wick, on sait done que les seuls termes non nuls sont 
ccux qui sont completement contractus. On peut avoir trois types de contractions differentes : 
- les lignes entrantes 



(j){x)a\k) = (0\<f>-(x)a i (k)\0) = 



d 3 p 



-e- ipx (0\a(p)a^k)\0) 



-I 



= e 



d 3 p 



(2tt) 3 2e(p) 

ikx . 



(27r) 3 2e(p) 
rpx ((0\a\k)a(p)\0) + (2i:) 3 2e(p)6(k - p)) 



les lignes sortantes 



a(k)<f>(x) = (0\a(k)(f> + (x)\0) 



d 3 p 



-! 



(2tt) 3 2e(p) 



3^(010(^)^(^)10) 



d 3 p 



(2tt) 3 2e(p) 



(<0|at(p)a(fc)|0) + {2ir) 3 2e{p)5{k - p)) 
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- les propagateurs 

<Kx)4>{y) = (0\T[4>{x)<l>{v)]\0). 

Ainsi, dans le calcul de l'element de matrice (7.61), on pourra calculer chaque terme completement 
contracte en multipliant simp lenient les elements corrcspondants. II restera alors les elements 
exterieurs au (0| • |0), qui fournissent finalement les vertex. A chaque vertex, au point X{, on devra 
done associer J d 4 Xi (— i jj). 

On vient d'etablir les regies de Feynman en representation x, puisque les differents elements 
dependent des points d'espace-temps a;,. Mais il est possible de mener le processus plus loin en 
effectuant directement les integrates sur On obtient alors les regies de Feynman en representation 
k. En particulier, toutes les exponentielles se combineront ensemble pour produire des fonctions 8 
des impulsions a chaque vertex. II ne restera done rien associe aux lignes externes, mais il s'agira 
d'assurer la conservation de l'energie-impulsion a chaque vertex. Nous calculerons l'expression exacte 
du propagateur dans la section 7.5.4, acceptons-la pour l'instant. Dans la figure 7.2, nous donnons 
la representation graphique des differents elements de la diagrammatique de Feynman. Ceci en 
main, nous pouvons maintenant poser clairement la procedure a suivre pour le calcul de l'ele me nt 
de matrice M. 



-9 X 



-ikx 



X •- 



x m • y 

d 4 k exp(—ik(x-y)) 



1 J (270* k 2 -m 2 p 2 -m 2 

(x HA) / d 4 x 





Fig. 7.2 - Les regies de Feynman de la theorie \<f> 4 , en representation x a gauche, et k a droitc. 



Demarche En bref, la demarche est done la suivante : 

1. Connaissant les differents vertex de la theorie, dessiner tous les diagrammes, completement 
connectes et topologiquement differents, pour le processus dont on cherche a calculer l'ampli- 
tude. Le nombre de vertex determine l'ordre perturbatif considere ; 

2. pour chaque diagramme, associer a chacun de ses elements (vertex, ligne entrante ou sortante, 
propagateur) l'expression derivee au prealable. 
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3. En representation k, imposer la conservation de 1 'impulsion a chaque vertex a l'aide d'un 
facteur (2tt) 4 S (P out - P m ). 

4. En representation k, intcgrcr sur toutcs lcs impulsions internes, i.e. non dctcrminccs : J (f^yi ■ 

5. Elimincr la fonction (2t:) 4 S^ globale qui reste. 

6. La somme de tous les termes ainsi ecrits est l'amplitude de diffusion M.. 

Les points 3 et 4 ne font qu'utiliser la conservation de l'energie-impulsion pour determiner directe- 
ment la valeur des impulsions internes. 

Nous pouvons immcdiatcmcnt calculcr un premier cxcmplc simple, la diffusion 2^2 dans 
la theorie A0 4 . Le seul diagramme qui entre en compte ici est illustre a la figure 7.3. On trouve 
immediatement l'element de matrice : 

M = -i\. (7.62) 




Fig. 7.3 - Diagramme au plus bas ordre de la diffusion 2^2 dans la theorie \(j) 4 . 

On aurait pu la trouver aussi en passant par la representation x. Verifions que le resultat est 
identique. Ceci mettra en evidence explicitcmcnt comment les exponentielles se combinent pour 
assurer la conservation de l'energie. On obticnt 

/ e ,r- e ««, ( _ iA) e-r. e -.«~. . ,_«„ {pr + „- _ kr _ kT) 

=> M = -iX. 

Finalcmcnt, la figure 7.4 montre les deux diagrammes decrivant le meme processus, mais a 
l'ordre supcricur. 

7.5.4 Propagateurs 

Nous passons maintenant au calcul explicite des propagateurs des differents types de champs. 
Nous ne considererons que des champs massifs, le cas non massif etant beaucoup plus delicat, dans 
le cas vectoricl du moins. 

Champ scalaire Soit e > 0. Montrons que 

D F {x -y) = (0|T [faMy)] |0) = / T^ p 2_^ + i€ e- ipiX - y) ■ (7-63) 
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En effet, on a d'abord 



D{x-y) = (0\<f>{x)<l>{y)\0) 

d 3 k f d 3 p 



= /<^/(M e '~-' fa <°'«*> 

r d 3 P 

'J (2ir) 3 2e(p)' 



rf3 P _ e -ip(x-y) 



Nous effectuons maintcnant l'integrale sur p° dans l'eq. (7.63) et montrons qu'on obtient bien 



(0|T 0(y)] |0) = ^z - y )^ - y) + 6{y° - x°)D(y - x) . 



Pour ce faire, nous considerons p° comme un parametre complexe et effectuons integration 
dans lc plan complexe. Nous avons introduit lc facteur strictcmcnt positif e afin de decaler 
lcgcrcment les poles de l'integrant hors de l'axe reel et de pouvoir alors utiliser lc thcoreme 
des residus. Choisissons comme contour d'integration 7 l'axe reel ferme par demi-cercle. On 
doit maintenant distinguer deux cas : 



Cas 1 : x° > y° ; Pour que l'integrale sur le demi-cercle soit nullc, on doit choisir 2 le demi- 
plan lm(p°) < 0. Si l'integrale lc long de l'axe reel est bien prise de —00 a +00, le sens 
d'integration le long de 7 est negatif, il faut done introduire un signe — . Le domaine en- 
toure par le contour d'integration ne contient qu'un seul residu, en p° = yjp 2 + m 2 — ie, 



2 On utilise ici un resultat de base d'analyse complexe. 
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d'ou 



e ~ip(x-y) 



DF{X v) ~ \ (2^Yp 2 -m 2 + ie 

= - I 7?T^7^t( 27 ™) Rcs (~2 '-Y—e-^^y = ^ + m 2 - J£ 

J (2nj i (2'Kj \p z — m z + ie 

r d 3 p _ (p° - VP 2 + ™ 2 - e-^^-f) 

7 ( 27r ) 3 pO^Vp^+ m2 -« (f>° + VP 2 + ™ 2 - ie) (p° - + m 2 - ie) 

f 1 e -iy<p2+m 2 ~i<i(x -y )+ip(x—y) 

J {^Y 2^/p 2 + m 2 - ie 
^ J {2^2e{pf - U{X V) - 



Cas 2 : x° < y° ; On choisit cette fois-ci le demi-plan superieur, i.e. Im(p°) > 0. On a alors 

D F fa; -v)= f — - e -M*-v) 

= / 7?^7^( 2 ") Rcs f^ i Y —e- i ^-y\p° = -VP 2 + ™ 2 - ie) 

J (27r) d (2tt) \p z — m l + ie J 



r d 3 p (p° + yjp 2 + m 2 - ie) e — - - 

= — I - — — lim -p j- ; — j- 

J (Zir) p o_ > _ v /^2 +m 2_ ie (p0 _|_ y 7 ^ 2 + rn 2 — ze) (p° — yjp 2 + m 2 — ie J 

= _ / rf3 P 1 C i>/P 

7 (2tt) 3 -2y/pi + m 2 -i e 



ip(x-y) 



d 3 P 1 , Jff 2 + m 2 -i4x°-y°)+ip(x~y) 



£ ^o /* d 3 P 1 



e ie(p)(a; -j/ )+ip(i-j?) 



(2tt) 3 2e(p) 

P-tTP f e ie(p)(x°-y°)-ip(S-y) _ p/ _ x 

- y (2^)3 2£ ( P ) e x) ' 

ou la dernier e egalite depend crucialcmcnt du fait que e(p) est une fonction paire de p. 

On a done montre que le propagateur du champ scalaire est bien donne par l'expression donnee 
a la figure 7.2. 

Champ vector iel La demarche est exactement semblable. Nous n'entrons done plus dans tous les 
details. L'expression a obtenir est ici 
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En effet, en utilisant les relations de fermeture pour les vecteurs de polarisation, on a d'abord 

Dpvix-y) = (0\A^x)A v {y)\0) 

d 3 k f d 3 p 



(27r) 3 2e(fc) J (2n) 3 2e{p) 



d3 P -ip(x-y) Am) Jm) 

d 3 p ip( x _ y \ f VjiVv 



-e 



(2tt) 3 2e(p) 

Puis on distingue a nouveau deux cas pour effectuer l'integrale. 
Cas 1 : x° > y° ; lm(p°) < 0, 



(„„„ - ^) . (7.65) 



= —2ni / - — — 7 lim % , 

Cas 2 : x° < y° ; Im(p°) > ; soit p = (s(p),p), 

f d3p + ^TW) (-^ + ^) e-*(-») 

D (x — y) — 2ni / - — -- lim , . -. r 

J (2tt) pO^.^/^T^ /pp + ^m 2 + p 2 ) (p° - yjm 2 + p 2 ) 



7 (2tt)3 2e(p) ^ 



rf3 P v + PnP" \ J+ie(p))(x°-y°)-ip(x-y) 



(2tt) 3 2 £ (p) 
d 3 p 



(-^ + ^)e-W-) = I?^(y- a5 ) > 



(2^) 3 2e(p) V m : 



A nouveau, ceci est possible parce que l'integrant est une fonction paire de p. 
Commc nous l'avons dcja mcntionnc plus haut, il n'est pas aise de prouvcr l'cxprcssion suivante 
pour lc propagateur du champ vectoriel sans masse. La symetrie de jauge qui apparait dans 
ce cas rend les calculs plus complexes. On trouve dans la jauge dite jauge relativiste 

"£<-»<« - »> - / ^ (- i "-;°^) e -,.-»» , ( , 96) 

ou a est un parametre libre, puisqu'aucun resultat ne dcpendra de sa valeur. Canoniqucment, 
on travaillera avec a — (jauge de Feynman) ou avec a = 1 (jauge de Landau). L'expression 
du propagateur dans la jauge de Coulomb est nettement plus compliquee, le lecteur interesse 
pourra se referer par exemple au livre de Weinberg pour plus de details. 
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Champ spinoriel Finalcmcnt, nous arrivons au champ spinoriel. En raison dc ranticommuta- 
tion des composantes des champs de Dirac, dont decoulc la definition du produit chronolo- 
gique (7.31), on definit le propagatcur avec un signe negatif supplemental : 

D%,(x -y) = (0|T [*„(a;)* 6 (i/)] |0) = 6(x° - y°)D ab (x - y) - %° - x°)D ab (y - x) , (7.67) 



ou 



DF b (x-y) = (0\* a (x)* b (y)\0) et D^y - x) = (0 \* b (y)H> a (x) |0) . (7.68) 



Malgre cette petite difference par rapport aux cas precedents, la suite des calculs est semblable. 
On trouve alors : 

D F Jx-v)= f ^ i ^ + m)ab e -W*-v) (7 69) 



En effet, calculons d'abord 

D ab (x - y) = (0\H> a (x)W b (y)\0) 

d 3 k f d 3 p 



r d A k r d A P ^ 

J (2n) 3 2e(k)J (2tt) 3 2s(p) ^ 
(0| (a ka u ka . a e- lkx + bl a v k ^ a e lkx ) (a\ p u pp ^y + b p p v p ^e^™) |0) 

(2i)3 2 £ (p) e If*"*""* 



et 



Dab(v-x) = (0\iH b (y)* a (x)\0) 

d 3 k f d 3 p >— ^ 
WTMk)] {2n) 3 2e{p)^ p 



(0| (al p u PPtb e^ + bppVp^e-™) (a ka u ka . a e^ kx + bl a v ka ^ kx ) |0) 

7 (2^)3 2 £ (p) e 2^ V P^ V P^" 



d 3 p 



(2tt) 3 2e(p) 



-x) 



ml 



L ■ (7-71) 



Puis viennent les deux cas 
Cas 1 : x° > y° ; Im(p°) < 0, 



«S<«-»>-/£ 



d 4 p «(f>+m) ab 



e ~ip{x-y) 



(2tt) 4 p 2 - m 2 + ie 
-27ri / — 4-r lim 



( 2?r ) 4 pO^m^+p 2 ^pO + ^Jm 2 +p^j (p a - y/m 2 +p^ 
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Cas 2 : x° < y° ; lm(p°) > 0, 

d s p r i (f + ^m 2 + V 2 ) (f + mUe-W'-v) 

+ \J m 2 + p 2 ^ (p° — \J m 2 + p 2 ^ 



f cPp \ p 

Dabi* -V)= 27T« / JTTTi Hm -y— 



ll " P ' (-e(ph -p l f + m) ab e l£( ^ (x0 - y0 ^ pl ^~^ 



j (2tt)3 (-2e(p)) v " v "" " ' ' 
p->-p 



/ 



(27r)3 2e(p) 1 W7 +?7 + ^ 

/ ro ) e -*p(»-) = _ J D o6 (y_ a: ). 



(27r) 3 2e(p) vr /q6 
On a done bien ce qu'on cherchait, i.e. 

D F ab (x -y) = 9(x° - y°)D ab (x - y) - 9(y° - x°)D ab (y - x) . (7.72) 

On a maintenant en main tous les propagateurs pour tous les types de champs. II est alors aise 
dc construire les regies de Feynman pour d'autres theories. 

7.5.5 Regies de Feynman pour l'electrodynamique quantique 

Nous prenons par excmplc l'electrodynamique quantique. La theorie conticnt une pairc fermio- 
niquc, la paire electron-positron, et un champ vectoriel sans masse, le photon. La densite lagran- 
gienne contient les termes libres, plus le terme d'interaction le plus simple possible : 

cgQED = i^ng^ _ m yq, _ ^F^F^ + e^^A^ , (7.73) 

ou la constante de couplage e entre l'electron ct le photon est simplement la charge clemcntaire. 
Calculons un type de ligne externe, par exemple un photon entrant : 



A,(x)a\ n) (k) = (0\A-(x)al n) (k)\0} = J j^f^ £ e^h~^ (0\a (m) (p)a\ n) (k)\0) 



e (n) e ~ikx 



ou un positron sortant : 



d 3 p 



M*0*(*) Ho|M*)* + (*)|o> = j (27r) 3 2 £W E^W e ' px < i^( fc )^(p)i°) 

= v a (k)e ikx , 

Nous laissons en exercice les autres cas, tous semblables. A nouveau, la figure 7.6 prcsentc tous les 
elements dc la diagrammatique pour l'electrodynamique quantique. On notera que la convention 
graphique est que la fleche indiquc le flux de charge, e'est ce qui permet de distinguer dans les ligncs 
fermioniques s'il s'agit d'un electron ou d'un positron, sachant que le diagramme 'evolue' de gauche 
a droit e. 



Remarque Un dernier clement important doit etre mcntionnne ici, qu'il s'agit d'ajouter dans la 
procedure de Feynman. En raison de l'anticommutation des fermions, il faudra toujours ajouter un 
factcur (—1) a chaque boucle fermionique dans le diagramme. 
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7.5.6 Processus en electrodynamique quantique 

Les trois pattes du vertex permettent a priori de decrire ail premier ordre 2 3 processus differents : 

e~ — > e~7 7 — > e+e~ e+ — > e+7 — > 7e+e~ 
e+e~ — > 7 e+7 — > e+ e~7 — > e~ e+e~7 — > 

Mais aucun n'est un processus physiquement autorise sur des bases cinematiques. En electrodynamique 
quantique, les processus au plus bas ordre sont des processus au second ordre dans la constante 
de couplage e. Les diagrammes qui decrivent ces processus auront done tous quatre lignes externes 
et une lignc interne. II en existe done au total 2 4 differents. La figure 7.7 decrit cinq processus 
differents possibles au second ordre. 

Avant de poursuivre, nous montrons encore une fois la puissance des regies de Feynman en 
calculant sans effort l'amplitude de diffusion de l'effet Compton : 

|(pi,o-i);(fci,(n)) -> |(p2,o- 2 );(fe2,(m)) . 

Nous avons etabli les facteurs associes a chacun des elements de la diagrammatique de Feynman, il 
suffit de lire la solution dircctcmcnt des deux diagrammes qui entrent en jeu ici. Pour determiner 
l'ordre des elements, la regie est de toujours remonter le flux de charge. On obticnt done 

M = u a2 (P2) H^) (pi + fc ^ 1 _ + m T +te H e ^) ^ 1 (pMr ) (k2)ei n Hk 1 ) 

+ u a2 (P2) He^ (pi + J + le Her)u„APi)ei n) H)el m Hk 2 ) . (7.74) 

Tres souvent, on nc mesure pas dans l'etat final le spin ou la polarisation des particules sor- 
tantes. Pour calculcr une section efneace, ou un temps de vie, il s'agira alors de sommer sur les 
polarisations sortantes. Pour les spineurs, on utilisera alors les eq. (5.52) et (5.53), ce qui simplifiera 
considerablement les expressions. De meme, pour les photons, on pourra toujours substitucr 

£ e £°4 n) — -Vpu- (7-75) 

n 

Ceci n'est pas une egalite stricte. Mais un telle substitution fournit un resultat juste pour autant 
qu'elle soit faite a l'interieur du calcul de M. en electrodynamique quantique. 

7.5.7 Quelques autres exemples 

Pour chaque Lagrangien, on pourra desormais construire sans difficultc les regies de Feynman 
correspondantes. Les lignes externes et les propagateurs ont deja ete calcules et proviennent de 
la partie libre des Lagrangiens. La scule partie non triviale qu'il restera a trouver est les facteurs 
associes aux vertex, qu'on calcule a partir des Lagrangiens d'interaction, et dont certains peuvent 
ctrc nettement moins simples que ceux presentes jusqu'ici. Pour les obtenir, on prendra un processus 
simple qui conticnt le vertex interessant et on effectue les contractions necessaires ; il suffira alors 
d'eliminer la partie associees aux lignes externes ou aux propagateurs pour ne garder que les termes 
associes au vertex. Nous donnons a la figure 7.5 quelques exemples que le lecteur pourra s'entrainer 
a deduirc. Prenons le dernier d'entre eux, qui contient une derivee : 



(7.76) 
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On calcule 1 'element de matrice suivant (par exemple) : 

M (p+ k -> q) {{)\a{q){-i){i)eA^ {4>*d^4> ~ 0W) a\p)a\{k)\0) 
= e<0|a(g)A; (<t>*&><f> - 0W) <J (p)a\(k)\0) 
= eeW [-ip" - iq»] e -^ e -^ e ^ , 

Le vecteur de polarisation appartenant a la ligne externc du photon, il rcste bien pour le vertex 
-ie(pV + q»). 



Fig. 7.5 - Quclqucs cxcmples de facteurs de vertex 

Nous en avons maintenant termine avec les regies de Feynman. Etant donnc un Lagrangien, on 
peut calculer en principe tous les processus de collision ou de disintegration associes, puis comparer 
ces resultats aux experiences. 

L'csscnticl du problcme qui reste maintenant est prcciscmcnt de determiner le Lagrangien a 
utiliscr. Nous avons deja vu que les principes qui regissent la construction des Lagrangiens libres 
etaient essentiellement lies a des symetries. II en va de meme pour les Lagrangiens d'interaction, 
les symetries etant un clement fondamcntal de toute theorie physique. A partir de maintenant, 
l'essentiel de nos efforts va done sc conccntrcr sur les principes de symetrie qui conduisent au 
Lagrangien du Modclc Standard, que nous pourrons ecrire tout a la fin de ce cours. 
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7, H 



„( n ) „— ikx 



7, (™) 



7, (m) 
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ikx 
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k 2 —m 2 




(—ie^f 11 ) 



Fig. 7.6 - Les regies de Feynman de l'electrodynamique quantique, en representation x a gauche, 
et k a droite, dans la jauge de Feynman. 
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7 



e + e —> 77, annihilation electron-positron 





FlG. 7.7 - Quelques processus physiqucmcnt autoriscs au dcuxicmc ordrc en electrodynamiquc 
quantique 



Chapitre 8 

Les symetries globales 



Alors que la plupart des symetries que nous avons considerees jusqu'ici etaient des symetries 
externes, i.e. qui transformaient les coordonnees d'espace-temps, nous allons dans la suite nous 
concentrer sur les symetries internes qui sont des transformations des champs, mais n'affectent 
pas Fespace sur lequel ces champs sont dcfinis. C'est evidemment dans cette categorie-la qu'il faut 
ranger la transformation qui a produit le courant electrique : 

4> — ► e ia (j) ~* f = i<p*d»(f> , 

8.1 Groupes et algebres de Lie 

L 'ensemble dc la theorie que nous allons construire repose sur les concepts de groupe et surtout 
d'algebre (de Lie). Nous commengons done ce chapitre par quelques elements indispensables a ce 
propos. 

8.1.1 Quelques groupes de Lie matriciels 

Au chapitre 2, nous avons deja defini la notion de groupe, et celle de groupe de Lie. Essen- 
tiellement, un groupe de Lie est un groupe particulierement lisse, qu'on peut parametriser par un 
ensemble de n fonctions differentiables. Tous les groupes avec lesqucls nous allons travailler ici sont 
des groupes de matrices 1 . Definissons les plus importants pour la suite. 

Le groupe lineaire GL(n,l) On lc definit par 

GL(n, E) = {M, matricc n x n : M tJ eMct dct M ^ 0} . (8.1) 

On verifie aisement que c'est bien un groupe de Lie, puisque GL(n, R) est isomorphe a M™ 2 . 
On definit alors les sous-groupes suivants : 

O(n) - {M e GL(n, R) : MM T = M T M = I„} , (8.2) 
SL(n, R) = {M G GL(n, R) : det M = 1} , (8.3) 
SO(n) = 0(n)nSL(n,M). (8.4) 

En fait, il n'est pas restrictif de ne considerer que ces groupcs-la puisqu'on a le corollaire suivant du theoreme 
d'Ado : Tout groupe de Lie est localcmcnt isomorphe a un groupe de Lie matriciel. 
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Nous avons aussi deja rencontre le groupe de Lorentz 

C = 0(1,3) = {MeGL(4,I) : Mi]M T — 7/} . (8.5) 

Le groupe lineaire GL(n, C) II s'agit naturellement dc 

GL(n, C) = {M, matrice n x n : M i} e C et det M/0} . (8.6) 

On a alors les sous-groupes analogues a ceux de GL(n,K) : 

U(n) = {M e GL(n,C) : MM* = M f M = I„} , (8.7) 
SL(n, C) = {M e GL(n, C) : det M = 1} , (8.8) 
SU(n) = U(n)nSL(n,C). (8.9) 

Le theoreme suivant assure que tous ces sous-groupes sont bien des groupes de Lie. 
Theoreme Tout sous-groupe ferme d'un groupe de Lie est un sous-groupe de Lie. 
8.1.2 Algebres de Lie 

Definition Une k-algebre de Lie est un k-espace vectoriel muni d'une application k-bilincaire, 
appelee crochet de Lie 

[;■]: flxg — S , (X,Y) — > [X,Y] (8.10) 

satisfaisant les deux proprictes suivantes : 

- antisymetrie : pour tout X, Y dans 0, on a 

[Y,X] = -[X,Y], (8.11) 

- identite de Jacobi : pour tout X, Y, Z dans 

[[X,Y],Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X],Y]=0. (8.12) 

Soit {X 1 ^ 2 , . . . ,X n }, une base de l'algebre. Alors il existe naturellement des constantes 
telles que 

[X",X U ] = if\X x . (8.13) 

On les appelle les constantes de structure 2 de l'algebre 0. 

La definition rigoureuse de l'algebre de Lie d'un groupe de Lie sort largement du cadre de ce 
cours. Nous pouvons cependant en donner une definition simple qui reflete l'essentiel des proprietes 
interessantes. Notons d'abord la proposition suivantc : 

Proposition Soit G, un groupe de Lie. L'espace tangent a l'element neutre e € G est une algebre 
de Lie 0. 

Cette proposition fournit la motivation de la definition suivante : 

L'utilisation de i dans la formule est purcment conventionncl cn physique, il n'apparait gcncralcmcnt pas dans 
le cadre des mathematiques pures. 
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Definition Soit G un groupe de Lie de dimension n, i.e. un groupe a n parametres, sumsammcnt 
lisse. Soit e e G 1 'element neutre du groupe. II existe un voisinage V 9 e tel que pour tout g <EV , 
on puisse ecrire 

g = g(a) = e^p ^iJ^ajX^j . (8.14) 

Les Xi forment alors la base d'une algebre de Lie q. C'est cette algebre qu'on appellc l'algebre du 
groupe de lie G. Quant aux elements X 7 , on les appelle aussi les generateurs du groupe G. 

A partir de cette definition, il est aise de trouver une expression explicite pour les generateurs 
X 1 , a savoir 

X 1 = - i^-g(a) 



(8.15) 

a=0 



Remarque On constate a partir de la definition (8.14) que l'algebre de Lie est l'expression de la 
structure infinitesimale du groupe de Lie. En particulicr, il est possible que deux groupes de Lie 
diffcrents partagent la meme algebre. Nous rencontrerons un exemple tantot. Par contre, si G est 
compact 3 , alors V — G, i.e. la representation exponentielle de la forme (8.14) est valable partout et 
l'algebre decrit le groupe entier. 

Nous pouvons construire les algebres de Lie des groupes decrits plus tot dans cette section. 

- L'algebre sl(n, R). Soit M <G SL(n, R). Sous forme infinitesimale, on ecrit V = I + iotj AK Alors 

det V = 1 cxp (Tr[ln(t/)]) = 1 <^> cxp (Tv[ia 3 A j \) = 1 . 

Autrement dit, 

sl(n,R) = {A matricc n x n : Tr(A) = 0} . (8.16) 

- L'algebre o(n). Ecrivons a nouvcau O = I + iajji e 0(n). Comme O a b & R, on doit avoir 
(J J ) = — J J . De plus, au plus bas ordre dans les constantes a, 

O t O = 1 I + iajji + i aj J J T = I . 

Ainsi, 

o(n) = { J matricc n x n : J j = -P* ct J j = -J jT } . (8.17) 
En particulier, on aura aussi Tr(J J ) = et J J = J J L 

De plus, comme on ne s'interesse qu'a la structure infinitesimale du groupe, on aura 

o(n)=so(n). (8.18) 

On voit alors immediatement que dimo(n) = dimso(n) = " ( -" 2 ~ 1 ' > (lc nombrc d'elcmcnts dans 
lc triangle supcricur strict). 

Finalement, on pcut donncr une representation explicite des generateurs ici. Une rotation 
autour de l'axc 3 s'ccrit 

cos 9 — sin 9 
sin 9 cos 9 
1 

En appliquant la formule (8.15), on trouve les trois generateurs : 

/ -1 \ / \ 

J 3 = -i 1 J 1 = -i -1 J 2 = -i I I , (8.19) 






3 Un groupe de Lie est compact s'il est compact, vu comme varictc. 
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ou encore 

(J% = )e aij . (8.20) 

En effectuant explicitcmcnt lcs multiplications matricielles necessaires, on trouve les constantes 
de structure suivantes : 

[j a , J b ] — ie abc J c . (8.21) 
L'algebre u(n). Soit U — 1 + iajT^ e U(n). Alors (au plus bas ordre), 

UU* =1 => I + iajT j - iajTrt = I . 

D'ou 

u(n) = {T: T J ' =T J ' t } . (8.22) 

Sa dimension (reelle) est done dim u(n) = n 2 (deux fois le triangle superieur strict plus les n 
coefficients reels sur la diagonale). 
L'algebre su(n). On a directement 

su(n) = {T : T j = T jt ct Tr(T) = 0} . (8.23) 

De meme la dimension reelle de ccttc algebre est dimsu(n) = n — 1. 

L'algebre su(n) est done l'ensemble des matrices hermitiennes nxnde trace nulle. Les matrices 
de Pauli { ^- } ferment une base orthonormee de cet ensemble, vu bien sur comme un M-espace 
vectoriel, avec le produit scalaire defini par 

(U 1 ,U 2 ) = Tv[U 1 U 2 ] . 

Les constantes de structures de l'algebre qu'clles engendrent sont done naturcllcmcnt 



T T 



ie aDC — . (8.24) 



2 ' 2 

Ce sont done les meme que celle de l'algebre du groupe orthogonal. En particulicr, 

o(3) = su(2) . (8.25) 

Ces deux groupes sont certes differents, mais leurs algebres coincident : e'est un exemple de 

la remarque precedente, qui va nous etre utile par la suite. 
Bien qu'il existe une foule de resultats interessants de la theories de groupes et algebres de Lie 
qui soient particulierement utiles pour la physique (en general), nous nous contenterons de ce strict 
minimum pour la suite. 



8.2 L'isospin pour le nucleon 

Nous introduisons la notion de symetrie globale d'un point de vue historique. Ces concepts sont 
apparus pour la premiere fois lorsqu'on tentait de comprendre la force forte, celle qui lie les elements 
du noyau. Du point de vue de l'interaction forte, le noyau atomiquc est constitue de nucleons, le 
proton ct le neutron etant indistinguables . Si l'on admct qu'ils possedent la meme masse to, on 
peut ecrire le Lagrangien de ces deux spineurs sous une forme compacte 

£f = i^0^f - to** , (8.26) 



4 Evidcmment, ils ont une charge differente, mais ceci ne concerne que l'interaction electromagnctiquc. 



8.3. L'ISOSPIN POUR LE PION 



111 



ou Ton a dcfini lc champ a huit composantes & = 



II est alors clair que ce Lagrangien est invariant sous le groupe de transformations U(2), i.e. 



* — ► U e U(2) . (8.27) 

On a done mis en evidence unc nouvelle symetrie plus generale, qui melange les composantes des 
deux spineurs representant le proton ct lc neutron. Le groupe de symetrie U(2) est un groupe a 
quatre parametres reels qui se decompose de la maniere suivante : 

U(2) = SU(2) x U(l) . (8.28) 

En effet, soit U £ U(2). Alors WU = I, cc qui implique |det£/| 2 = 1, i.e. det U = e ta pour un 
certain ael. Done 

U = e ia V 

pour une certaine matrice V £ SU(2), ce qui montre lc result at. 

II est alors aise d'appliqucr lc thcoremc dc Nocthcr pour construire les courants associes. Nous 
comprenons maintcnant micux la signification des fonctions C(„) introduites au chapitre 2 dans 
le cadre de la theorie de Noether. Ce sont les generateurs du groupe de symetrie du Lagrangien 
considere. On trouve done 
pour SU(2), 



() ( / > I T" \ 

*°" = 00* (*T*' = -*W*, a=l,2,3, (8.2!)) 



pour U(l), 



f = gg^ m = -*7^ • (8-30) 

On a bien trouve quatre courants de Noether pour un groupe de symetrie a quatre parametres. 
Le courant associe a U(l) est alors interprete comme le courant de nombre baryonique. Dans ce 
cadre-ci, on appelle le groupe SU(2) groupe de I'isospin, par analogie. Le nucleon est alors interprete 
comme une particule d'isospin ^, dont le proton et le neutron sont les deux etats possibles. 

Resumons brievement le concept. Ayant constate que les deux spineurs qui forment le noyau 
atomique ont (essentiellement) la meme masse et les meme proprietes par rapport a la force forte, il 
est possible dc les considcrcr comme les deux etats d'une meme particule, le nucleon. lis sont alors 
les etats propres des generateurs du nouveau groupe de symetrie associe a ce nouveau 'doublet'. 

Bien que la theorie de I'isospin ne joue plus a l'heure actucllc un role fondamcntal, il est im- 
portant de bien comprendre a ce stade-ci la demarche, puisque beaucoup d'ingrcdicnts csscnticls a 
la construction du Modele Standard se trouvent deja ici. Nous commencons par gcncraliser ceci a 
des particules d'isospin 1 , ce qui permet d'etendre le Lagrangien tout en conservant sa symetrie par 
rapport aux transformations de I'isospin. 



8.3 L'isospin pour le pion 

De meme que les nucleons, les pions forment unc famine de trois particules scalaires, les II± et 
le n , qui subissent l'interaction forte, et dont les masses sont tres proches : m± = 139.6 MeV et 
to = 135 MeF. II est done logique de tenter d'appliquer une strategie similaire pour les decrire. 
La densite lagrangiennne s'ecrit naturellcmcnt 

= ^n ^n - ^ m 2 Q ii 2 + a„n*^n - to^itii . (8.31) 
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Comme dans le cas precedent, l'idee est de considerer ces trois particules comnie les trois elements 
d'un meme triplet par rapport a un certain groupe de symetrie. Definissons alors les trois champs 
reels tpi, i = 1,2, 3, par 

n = -^=(^i + ^ 2 ) n* = -J= ^ - i<p 2 ) Ho = 923 • 



Le Lagrangicn s'ecrit 



-d^ipid^ipi - -m 2 ipiipi 



.32) 



oil les masses n'ont plus d'indices puisqu'on suppose qu'ellcs sont cgalcs. Par rapport a l'indice i, 
on a un produit scalaire 



(8.33) 



ou <I> T = (<pi, ip2,<P3)- Ainsi, on a bien fait apparaitre une nouvelle symetrie, celle du groupe 0(3) : 



0$, O e 0(3) . 



(8.34) 



Cette construction presente non seulement l'interet de la mise en evidence d'une symetrie plus 
grande d'un certain Lagrangien, mais plus encore, elle souligne la similitude de ce cas-ci avec le cas 
du nucleon : la symetrie 0(3) est aussi une symetrie d'isospin. En effet, nous avons deja note dans 
la premiere partie de ce chapitre que les groupes 0(3) et SU(2) partageaient la meme algebre, done 
la meme structure infinitesimale. II est alors possible de construire un Lagrangien pour les pions 
et les nuclcons qui soit globalcment invariant sous une transformation d'isospin, pour autant qu'on 
trouve un terme d'interaction qui soit non seulement Lorentz invariant, mais aussi isospin invariant. 
Les deux termes envisageables sont 



f s Hf — Hf,p a 
et f A *S>— l5 <S>ip a . 



(8.35) 
(8.36) 



En effet, lors d'une transformation infinitesimale, on a 



-> (I 3 + i/3 d J d ) $ . 
La variation du terme d'interaction lors d'une telle transformation est done 



(8.37) 



8 [ *y 75 *^ a 



(<f¥) y 7 5*^ a + *y75 (<**) </>° + *y75* {&<p a ) 



= * 



ia c - 
T' ~2 



= za c * it 



7 5 ^ a + *y75**M J<i ) f f y 
75*^° + *y75*i/?d {-itdab) <p b 



= -a c e ace *y75*(;3 a + /3 c e cea *y75*(^ a 
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On constate done que si la transformation des pions est la nieme que cellc des nuclcons, i.e. si 
a c = (3 C , c = 1, 2, 3, alors la variation du terme d'interaction est bien nulle, ct lc groupe de l'isospin 
est bien une symetrie du Lagrangien. II n'y a done plus deux groupes distincts, mais un unique avec 
un seul triplet de parametres a c . 

En resume, le Lagrangien libre admet le groupe SU(2) x 0(3) comme groupe de symetrie. Pour 
cela, il a ete necessaire de regrouper le proton et le neutron en un seul doublet ('isospin 1/2') SU(2), 
et les trois pions en un triplet ('isospin 1') 0(3). Si maintenant on introduit un terme d'interaction, 
il ne reste plus que le groupe SU(2). Ce qui implique finalement que 

- m p = m n = M, 

- m± = uiq = m, 

- la transformation du pion et du nucleon est la mcmc, i.e. decrite par une seule constante. 

II est essentiel de remarquer ici que le Lagrangien d'interaction est possible uniqucment grace 
au fait que les algebres des groupes en question ont les memes constantes de structure. C'est aussi 
ce qui permet d'interpreter les deux groupes comme deux representations diffcrcntcs d'unc mcmc 
symetrie, celle de l'isospin. 

Notons encore qu'expcrimcntalcmcnt, fg = 0. Comme ^^5^ est pseudo-scalaire, i.e. de parite 
— 1, on en deduit que le pion est aussi une particule pseudo-scalaire si l'on impose que la parite soit 
une symetrie de ce Lagrangien. 

Nous avons deja touche un certain nombre de points esscnticls dans cettc analyse. Les symetries 
sont le principc fondamcntal pour l'ctablissement des Lagrangiens. Non sculcmcnt cst-il satisfaisant 
d'obtenir une theorie qui presente la plus haute symetrie possible, mais on constate deja ici que 
le fait d'imposer une certaine symetrie ajoute des contraintes qui dctermincnt les termes autorises 
dans le Lagrangien d'une part, et qui restreignent l'espace des parametres d'autre part : masses 
egales, relations entre les charges des particules, i.e. entre les parametres des transformations des 
champs. Les symetries forment done un outil extremement puissant en theorie des champs. 



Chapitre 9 



Symetries locales et champs de 
jauge 



Nous passons dans ce chapitre au concept de symetrie de jauge locale, qui est l'element cen- 
tral dans la construction du Modele Standard. La notion de champ de jauge en est la consequence 
immediate. Nous traiterons tout d'abord les groupes de symetrie abeliens, a partir de l'electrodynamique 
quantique. Puis nous passerons au domaine plus subtil des symetries non abeliennes avec comme 
exemple essentiel la chromodynamique quantique, i.e. la theorie de l'interaction forte. 



9.1 Le cas de l'electrodynamique quantique : groupe abelien 

Nous commcncons par rappclcr lc Lagrangien de l'electrodynamique quantique : 

JS? = -^F^F^ + i^^d^ - m** + e* 7 ^*A M . (9.1) 

II s'agit done d'une theorie avec un champ vectoriel sans masse et un champ spinoriel massif, 
couples par le dernier terme. Nous avions observe au chapitre 4 que le champ vectoriel sans masse 
libre est invariant sous la transformation suivante : 

A» — ^ = A„ + ^a(x) . (9.2) 

Parallclcmcnt, lc champ spinoriel libre est invariant sous 

* — > = e i/3 * , ou (3 est une constante. (9.3) 

L'objectif de cette section est de montrer le lien qu'il existe entre ces deux symetries des champs 
librcs lorsqu'ils sont couples Tun a 1' autre. 



9.1.1 Le champ comme champ de jauge 

Considcrons le problemc du champ spinoriel. Jusqu'ici, nous avons considcrc lc paramctrc (3 
de rcxponcntielle comme une constante. Est-il possible de choisir une fonction arbitraire des coor- 
donnees (3(x) ? Le terme reste bien sur invariant. Par contre, lc terme cinctique produit un 

facteur supplemental : 



M^d^ - *7^^a M /3(x) . (9.4) 
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C'est ici qu'intervient le terme d'interaction. En effet, si lors de la transformation du champ "f, 
le champ A^ se transforme selon l'eq. (9.2), alors le terme d'interaction devient 

e*7^*^ — > e^j^A^ + ^^^d^a(x) . (9.5) 

Et on constate done que les deux termcs cxccdcntaires s'annulent si on choisit les fonctions a et (3 
telles que a{x) = /3(x). On verifie encore que le Lagrangicn librc du champ vectoriel reste invariant : 

Ffj, v — > d^A v + ^-d^dva - d v A^ - ^d^d^a = F^ v , 

puisque les derivees partielles commutent. 

On vient done de montrer que le Lagrangien (9.1) est invariant sous la transformation jointe des 
deux champs suivante 

f A^ — At+ldpaix), (96) 
\ * — > exp [ia(x)}ty . 

On parle de symetrie de jauge U(l)-locale. Le groupe de symetrie pour le champ spinoricl ctant bien 
sur U(l), et le terme local se rapporte au fait que la phase, i.e. le parametre de la transformation, 
peut dependre du point d'espace-temps considere. 



Definition On defmit la derivee covariante commc l'opcratcur diffcrcnticl suivant : 

D„ = d„ - ieA^ . (9.7) 

Elle tient son nom de la propriete importante suivante. Lors d'une transformation de jauge, on a 

— ► e ia( -^D^, (9.8) 

autrement dit, la derivee covariante du spincur se transforme comme le spineur lui-meme, ce qui 
n'est pas le cas de sa derivee ordinaire. En effet, 

D '^' = l d n - leA n - idM x )] e la(x) V = e ia ( x) D^ - id„a{x)e ia ^^ + id^a{x)e ta{x) ^ . 

Notons la propriete suivante de la derivee covariante, qui est tout a fait analogue a celle de la derivee 
covariante qui apparait en rclativitc gencrale (avee la contraction partielle du tenseur de Riemann 
dans ce cas-la) : 

[D ll ,D v ] = -ieF liU . (9.9) 
En utilisant cette definition, on peut alors ecrire le Lagrangien comme 

_Sf = -^F^F^ + i$7''i) )( *-m». (9.10) 



Remarques importantes 

1. Jusqu'ici, nous avons simplcmcnt constate que les transformations des champs considerees 
constituaicnt bien une symetrie du Lagrangicn. On aurait pu envisager le problcmc sous 
un angle tout a fait different. En effet, on aurait pu partir du Lagrangicn libre du champ 
spinoriel, invariant sous la transformation U(l)-globalc. On aurait alors impose la symetrie 
locale et constate qu'il apparait un terme supplcmcntaire lors de la transformation. On aurait 
alors introduit le champ A^ et la derivee covariante, et choisi la loi de transformation de ce 
nouveau champ de sorte a obtenir un Lagrangien veritablemcnt invariant. C'est la raison pour 
laquelle le champ vectoriel est en general appele champ de jauge : c'est la symetrie de jauge 
locale qui impose sa presence. 
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2. On constate qu'en suivant cette demarche, le terme d'interaction n'est plus choisi au hasard, 
mais il dccoulc naturellcment de la definition de la derivee covariante. Partant du Lagrangicn 
libre pour les spineurs, imposer la symetrie de jauge locale determine done de maniere unique 
lc Lagrangicn d'interaction 1 . On a done trouve un principe de symetrie premier qui produit 
l'electrodynamique quantiquc de maniere unique. On peut raisonnablcmcnt cspcrcr produirc 
de la meme maniere les autres interactions de la nature. C'est le concept fondamental dans la 
structure du Modele Standard. 

9.1.2 L'electrodynamique quantique scalaire 

II nous est maintenant aise de construire la thcoric de relectrodynamique pour des particules 
scalaires, sachant que l'interaction electromagnetique est le fruit de la symetrie de jauge locale. 
II suffit d'ecrire le Lagrangien libre pour un champ scalaire charge, i.e. complexe, d'introduire le 
champ de jauge A^ et son Lagrangien libre, puis de remplacer la derivee par une derivee covariante. 
On obtient alors tous les termes d'interaction possibles. 

Le Lagrangien est done 

2 = ~ J V + i D ^Y - ™W - A (0» 2 , (9.11) 

ou on a deja decrit la self interaction du champ scalaire. II suffit de lire maintenant l'interaction du 
champ scalaire et du potentiel electromagnetique : 

(d^* + ieAptft*) - ieA^) = + e^A^A^tft + ieA^ (^d^cp - 4>d^4>*) . (9.12) 

Nous avons done deux termes d'interaction differents, outre le terme cinctiquc libre pour le champ 
scalaire : 



q 




n v p 



Fig. 9.1 - Les deux termes d'interaction de l'electrodynamique scalaire, imposes par la symetrie de 
jauge locale. 



Lc second est relativemcnt intuitif, puisqu'il rcpresente l'interaction du courant de <p avcc 1° 
champ electromagnetique. Lc premier par contrc l'est ncttcment moins, et il eut etc plus difficile 
de le justifier sans Faide du principe de symetrie. La symetrie de jauge impose de plus une relation 
stricte entre les constantes de couplage de ces deux termes. Une fois de plus, on voit ici la puissance 
du principe de symetrie : il determine completemcnt lc Lagrangicn, la forme de tous les termes 
d'interaction, les relations entre constantes de couplage. 



En fait, il faut aussi imposer que toutes les constantes de coulpage ont une dimension positive, ce qui est essentiel 
pour que la theorie soit bien definie, i.e. renormalisablc. 
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9.2 Symetries de jauges non abeliennes 

Etant donne le succes du principe de symetrie de jauge locale, il est naturel de tenter de pour- 
suivre dans cette voie. C'est ce que nous allons faire ici, avec deux groupes plus compliques parce 
que non-abelicns, SU(2) et SU(3). Si les details techniques sont certes plus subtils, nous ne ferons 
rien de plus conceptuellement que dans la premiere partie de ce chapitre. 

9.2.1 Le groupe SU(2) 

Ces idees furent introduites a Forigine par Yang et Mills en 1954. lis avaient alors en tete la 
symetrie de l'isospin que nous avons utilisee pour introduire les concepts au tout debut de ce cha- 
pitre. On parlera done de theories de Yang-Mills. Le groupe SU(2) n'engendre pas directement 
d'interaction dans le Modele Standard, mais c'est l'exemple le plus simple de groupe non-abelien 
intercssant. L'interet a developper cette theorie est double : d'une part, elle illustre tous les concepts 
pour les theories de jauges non abeliennes, d'autre part, elle mettra en evidence la necessite d'in- 
troduire un mecanisme de brisure des symetries (qui sera developpe au chapitre suivant). 

Partons du Lagrangien libre de deux spineurs de meme masse, reunis en un vecteur a huit 
composantes, note aussi *, comme dans le cas du nucleon : 

JSf = M^d^ - to** . (9.13) 

Nous avons deja note que le groupe SU(2) est un groupe de symetrie de cette theorie, pour des 
matrices U € SU(2) constantes, i.e. des transformations globalcs. A nouveau, imposons la trans- 
formation locale U(x) e SU(2), ce qui signifie que la transformation infinitesimale U(x) s'ecrit 
aussi 

U(x) = I + ia a (x)T a , (9.14) 

ou T a e su(2). 

Le terme cinetique devient : 

i*ya M * — ► iW'f^" (U(x)d^ + d^U(x)<f) = iV^d^ + i^^U^(x)d f ,U(x)'f . (9.15) 

Ainsi, il apparait a nouveau un terme supplementaire, qu'il s'agira de faire disparaitre. Introduisons 
la notation 

B^x) = iU\x)dJJ{x) , (9.16) 
de sorte que le terme en question s'ecrive 

. (9.17) 

Ce B M est done l'analogue de d^a en electrodynamique, mais avec trois degres de libertes, i.e. trois 
fonctions independantes de x. Montrons d'abord que B^ e su(2), autremement dit, montrons que 

B>1 = Bp , (9.18) 
Tr[B„]=0, (9.19) 

ou la trace est bien sur prise sur l'espace des matrices 2x2. En effet, 

(t): Urf=I => d^(UU^)=0 =► U (d^tf) + (d„U) C/t = ; 
(ii) : soit {7 = 1 + ia a (x)T a , alors d^U = id ll a a (x)T a , 

d'ou, au plus bas ordre, B li = i(I — ia a {x)T a ) (id^a a (x)T a ) = -d tl a a {x)T a 
et done Tr [B^] = -a AJ a a (x)Tr [T a ] = . 
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Nous sommes prets a continucr dans l'ctablissement de la theorie. II suffit d'appliquer une 
procedure identique a celle qui conduit a l'electrodynamique. Le but principal etant, rappclons-le, 
d'ajouter suffisamment d'elements au Lagrangien pour rendre ce dernier symetrique par rapport au 
groupe SU(2). Pour cela, il faudra 

1 . introduire un champ ; 

2. definir une dcrivcc covariante ; 

3. imposer la bonne loi de transformation de A^ sous la transformation de jauge ; 

4. identifier le bon Lagrangien libre pour A^. 

On obticndra alors directement les termes d'interaction du champ de jauge et du champ spinoriel. 
Plus cxplicitcmcnt : 

1. On introduit le nouveau champ de jauge pour elimincr le tcrme supplcmcntairc. II doit done 
ctrc de la memc nature que ce dernier. Done 

A^x) e su(2) . 

On peut done le considerer de manicrc cquivalcnte commc matricc 2x2, ou comme trois 
champs vectoriels A®(x). 

2. Dcfinissons la dcrivee covariante 

D„ = hdf, - iA„ . (9.20) 

3. Choisissons la loi de transformation de A^ qui annule le terme en : 

A„ — UApU* - i (O^U) . (9.21) 

4. Par analogie avec l'electrodynamique, definissons le tenseur F^ v par 

- iF^ = [£>„,£>„] . (9.22) 

Verifions que nous avons bien defini les differents objets. Tout d'abord, est bien une derivee 
covariante : 

— (0„ - iUA^ - (d^U) U*) 

= (d^U) * + Ud^ - iUA^ - (d^U) * = U {&„ - iA^) 
= UD^ . 

En particulier, on a aussi — > UD^U^ . Avec ceci, il est aise de montrer que le groupe SU(2) local 
est bien un groupe de symetrie du Lagrangien (sans considerer pour l'instant le terme libre pour 
Ap). En effet, 

iV^D^ — > iW^^UD^ = M^D^ , 

ce qui est naturel puisque nous avons precisement choisi le champ A^ et sa loi de transformation 
dans ce but. De la definition (9.20), on trouve que le terme d'interaction fermion-champ de jauge 
est donne par 

jgf, = , (9.23) 

et il de la forme de l'interaction d'un courant associe au spincur avec le champ de jauge A^. 

II nous reste a construire le Lagrangien du champ de jauge seul. De la definition du tenseur F^, 
on en tire sa loi de transformation : 

F„„ = i [£>„, D„] — ► i [UD^U\UD U U^] = iU [£>„, D v ] = UF^U f • (9.24) 
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Par analogic avcc le cas abclicn, ct afin d'assurcr l'invariance de Lorentz, on cherche un terme 
quadratique cn F^, qui soit de plus invariant sous les transformations de jauge. Comme F^ V F^ V — > 
UF^F^W , la seule possibility est 

J? A = C Tr [F^F^] , (9.25) 

puisque la cyclicite de la trace permettra d'elimincr les U residuels apres transformation de jauge. 
Pour determiner la constante, nous allons maintenant choisir la representation de A^ comme trois 
champs vectoriels. Pour chacun d'entre eux, nous allons logiqucmcnt imposer que le terme librc 
soit equivalent a celui du champ vectoriel de l'electrodynamiquc. Comme A^ e su(2), on peut le 
decomposer de la maniere suivante : 

A, = gA^. (9.26) 
De plus, on peut donner la representation explicite du tenseur F^ v en terme du champ A^ : 

= d„A„ - d v A^ - i [Ap, A v \ . (9.27) 
Ainsi, ce tenseur fait aussi partie de l'algebre su(2), on peut done l'ecrire de meme 

F^=gF^. (9.28) 

On peut alors inserer la decomposition (9.26) dans l'eq. (9.27), puis en identifiant les termes, calculer 
la representation de F^ v en terme de champs A^ : 



F^ = g- {d,Al d v A$ - ig 2 



A b A c 



d'ou 
Alors 



g T - {d^Al - d v Al) + g*i** T -A\Al = g T - [{d^ - d v A^) + ge^A^] , 

F% = {PvK - d v A$ + ge^A^Al . (9.29) 

2 2 

CTr [F^F^] = C —F^F^ b Tr [r a r b ] = C 9 —F^F^ a . 



= 2&ab 

On choisit done C — — ^ ■ 

Nous avons done obtenu une theorie completement SU(2)-local invariante, avec deux spineurs 
ct trois champs de jauge. Rassemblons en un scul tableau tous les rcsultats : 

JSf = - -^Tr [F^F^] + M^D^ - , (9.30) 

ou D^=d^- tA^ , (9.31) 
et F„„ = d^A v - d v A^ - 1 [A^Ay] ; (9.32) 

jauge : ( / _ ^ (9.33) 

Nous avons deja mis en evidence le terme d'interaction qui provient de la derivee covariante. 
Paralle lenient, on observe que la structure non commutative de l'algebre su(2) induit dircctcment 
des termes d'interactions entre les trois champs vectoriels. En effet, 

pa^puva = _ g^aj (fl/i^a _ ^^ a ) + Age^d^A^ A» b A v c + g 2 e abc e ade A\A C V A^ d A v e , 
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ou on a bien les termes cinetiques traditionncls, mais en plus deux types d'interaction a trois et a 
quatrc champs de jauge. C'est la une difference fondamentale avec l'electrodynamique quantique ou 
les photons evoluent de maniere independantc les uns par rapport aux autres. La figure 9.2 montre 
les trois vertex possibles, avec leur facteur respectif. 



c, p,q 




= ge abc [r]^(k - pf + T] up {p-qY + ^(q - kf] 



b,v,p 



—ig2 \^abe^cde (y^ipyyo _ ^no^vp^ 



Fig. 9.2 - Les trois vertex de la theorie de jauge su(2). 

Finalcmcnt, on peut reecrire le Lagrangien (9.30) plus explicitcmcnt avec tous les indices. On 
obtient une expression passablement plus compliquee, mais tout a fait equivalente et plus revelatrice 
du contenu physique de la theorie : 

if = - M** - i {dpA* - d v Al) {d^A va - d u A» a ) 

+ gAl^^ + ge ahc (d fJt A a v )A> lb A vc - ^g 2 e abc e ade A b ti A c v A' J - d A ue . (9.34) 

A nouveau, il est interessant de noter qu'il n'y qu'une seule constante de couplage en jeu, la symetrie 
de jauge ayant impose une relation stricte entre les differents termes du Lagrangien d'interaction. 

Remarque Historiqucmcnt, Yang et Mills tenterent d'appliquer ceci a la theorie de l'interaction 
forte et de decrire ainsi les mesons vectoriels comme le triplet p°, p ± . Malheureusement, ce fut un 
echec, puisque ces particules sont massives et que les bosons de jauge A^ sont sans masse. II est 
d'ailleurs impossible d'ajouter des termes de masse dans le Lagrangien qui respecteraient toutes 
les symetries presentes ici. Nous verrons par la suite comment resoudre ce probleme essentiel : 
comment conferer aux bosons intcrmcdiaircs une masse non nulle ? On devra faire appel a un 
principe nouveau, la brisure spontanee de symetrie et le mecanisme de Higgs. 
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9.2.2 Le groupe SU(3) : la chromodynamique quantique 

La construction de la chromodynamique quantique, autrcment dit la thcorie de l'interaction 
forte, se fait maintenant tres facilcmcnt. Dans ce cas-ci, l'interaction est cngcndrcc par lc groupe de 
jauge SU(3) dont on verra qu'il produit huit champs de jauge qu'on appelle des gluons. Quant aux 
spineurs de la theories, ce sont les six quarks, dont chacun forme un triplet par rapport au groupe 
de symetric. 

L'algebre su(3) Des resultats gencraux a propos des groupes SU(ra), nous savons que les generateurs 
T a qui formcnt l'algebre su(n) sont auto-adjoints et de trace nulle. De plus, on ajoute generalement 
une condition d'orthogonalite, ce qui donnc : 

T a = T at , (9.35) 
Tr(T a )=0, (9.36) 

Tr (T a T h ) = l -S ab . (9.37) 

En reprenant les resultats du chapitre 8, nous savons directement que le groupe SU(3) est un groupe 
a 9 — 1 = 8 parametres reels. On aura done huit generateurs aussi. II est aise de les construire. En 
effet, SU(2) etant un sous-groupe de SU(3) dont on connait deja les trois generateurs, on les trouve 
simple me nt en construisant les matrices 3x3 dont quatre elements sont ceux des matrices de Pauli. 
On obticnt alors ncuf matrices diffcrcntcs, mais l'ensemble est lineairement dependant. Les trois 
matrices creees a partir de t 3 sont dependantes, on en regroupe deux en une sculc pour trouver 
l'ensemble suivant : 

/ 1 \ / -i \ / 1 \ / 1 \ 

Ai = 1 , A 2 = I i , A 3 = -1 , A 4 = , 

V o o o / \ o o o / V o o o / V i o o / 



-i 



1 




A 7 









On les appelle matrices de Gell-Mann. Les generateurs normalises selon (9.37) sont finalement 
definis par 

T a = l -\ a . (9.38) 



Finalement, les constantes de structure ,f abc , 

"A" A^" 

~2~' y_ 

peuvent ctre explicitccs de la manicrc suivante 



if 



abc ' 



(9.39) 



Tr ^T" 3 if a ^ Cr Tl ^j^crpd^ ^_jabc^cd ^_ jabd 

if abc = 2Tr([T a ,T b ] T c ) . 



(9.40) 



Des arguments theoriques plus sophistiques, completes par les experiences en physique des hautes 
energies, demandent l'introduction de six champs spinoricls, les quarks, dont nous donnons direc- 
tement les charges electriques Q respectives : 
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up u 


charm c 


top t 


Q = +l 


down d 


strange s 


bottom b 


Q = -\ 



Chacun est considere comme un triplet par rapport au groupe SU(3), i.e. 




(9.41) 



ou qi represente l'un des six quarks. Ainsi chaque type de quark peut apparaitre dans trois etats 
diffcrcnts (analogues des deux etats d'isospin), qu'on appcllc couleur, rouge, vert et bleu, d'ou le 
nom de la theorie. II est a noter ici que si le nombre de champs de jauge est determine par la 
dimension du groupe de jauge considere, le nombre de spineurs dans la theorie n'est pas impose par 
la symetrie. Les arguments doivent etre d'une autre nature. 

Toutc la demarche que nous avons suivie pour etablir le Lagrangien pour la symetrie SU(2) peut 
etre reprise point par point ici. L'essentiel est a nouvcau le fait qu'on impose la symetrie de jauge 
locale U(x) e SU(3). Alors 

1. On introduit un champ de jauge G su(3), ou de maniere equivalente huit champs vectoriels 
Ap, definis par 

A a 

A-v = 9sAl—, a=l,...,8. 

Ce sont les huit gluons ; 

2. On definit la derivee covariante par 

A a 

D„ = d^- tA„ = d„- ig S A«— ■ 

3. On ajoute le terme libre pour le champ de jauge. Pour cela, on introduit le tenscur 

F/iu = d^A v — d v A^ — i [A^, A v \ , 

d'ou on obticnt 

F% = - d v A$ + g s r hc A\A% ■ (9.42) 

4. On obtient alors le Lagrangien suivant 

1 6 6 

& = - ^ V" a + E wf D &i - E m M<H ■ ( 9 - 43 ) 

i=l i=l 

La theorie est complete. Ce Lagrangien conticnt done 7 parametres non determines : les six 
masses des quarks et la constante de couplage gs- Le lecteur peut se referer au chapitre 1 pour les 
valeurs numcriqucs actucllcs. Les vertex ont la meme forme que ceux de la figure 9.2. En particulicr, 
comme le groupe de jauge est non abclien, les gluons interagissent entre eux, comme illustre a la 
figure 9.3. 

Avec la meme simplicite que jusqu'ici, il est possible d'etablir le Lagrangien de la chromodyna- 
miquc quantiquc couplee a l'electrodynamique. Ce sera un Lagrangien invariant sous le groupe 

SU(3) x U(l) (chromo- & electrodynamique) . (9.44) 

Pour cela, il suffit d'ajouter le champ vectoriel du photon A^, et d'ajouter a la derivee covariante 
le terme correspondant : 

D^ = d^- ig s Al ^ - ieQA„ , (9.45) 
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Fig. 9.3 - Les interactions des gluons dans la chromodynamiquc quantique 



ou Q — | si la derivee agit sur des quarks u, c, ou t, et Q — — | pour les autres quarks. On obtient 
alors 

6 6 

2 = - j V"" - -F%FV a + ]T ilurD^ - mmi ■ (9.46) 

i=l i=l 

Notons que nous n'avons pas encore introduit l'electron dans la thcorie. Ce Lagrangicn contient 
done six quarks, qui interagissent entre eux par l'intermediaire des huit gluons pour l'interaction 
forte et du photon pour l'electromagnetisme. 

9.2.3 Discussion qualitative et perspective historique 

Historiqucmcnt, la notion de couleur est apparue avant que nc sc developpent les theories de 
jauge. On se trouvait a une epoquc ou on connaissait deja des centaines de particules, sans que 
l'ensemble ne presente de structure apparente. La question qui se posait etait naturellement de 
tenter de ramener cet enorme systeme a un nombre restreint de particules fondamentalcs, dont les 
diffcrents etats lies formeraient toutes les autres particules, comme l'atome d'hydrogene est un etat 
lie d'un electron et d'un proton. On introduisit alors trois quarks, qui devaient etre des particules 
fcrmioniques pour former les baryons, etats lies de trois quarks, et les mesons, paire quark-antiquark. 
Pour obtenir les charges entieres des hadrons, il fallut leur attribuer des charges fractionnaires. 

Pour un mcme etat lie, on peut construire plusieurs particules de spin different, en fonction 
du moment cinctiquc orbital de l'etat lie. Ce modele expliquait deja bon nombre d'observation 
jusqu'alors incomprises. Mais alors, pourquoi n'observait-on jamais de quark libre? C'est la que fut 
introduitc la notion de couleur. Considerons lc = sss. Tous les quarks etant semblables et de 
spin | , done fermioniques, l'etat fondamental d'un etat lie de trois s doit etre forme de deux quarks 
sur une orbitale de type s, et le troisieme sur une orbitalc p. Lc moment cinctiquc de la particulc 
alors formee est |. On observait pourtant |. II fallu alors introduirc un nouveau nombre quantique 
qui pcrmette de diffcrcncicr les quarks Tun de l'autre pour pouvoir tous les placer sur une orbitale s 
et ainsi 'contourner' lc principe d'exclusion. C'est alors qu'on attribua a chaque quark une couleur, 
hypothese qui permettait de comprendre la structure de tous les baryons. 

Comme on n'observait pas de quark isole, on emis alors l'hypothese suivante : tout etat lie de 
quarks (et de gluons) doit etre 'neutre', ou blanc, par rapport a cette nouvelle propriete quantique. 
Autrement dit, elle doit etre invariante sous les transformations dans l'espace des couleurs, SU(3). 
Tout quark portant une couleur, il ne peut exister qu'a l'interieur d'un etat lie. On explique du 
meme coup la structure des baryons et des mesons. En effet, 
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baryons Prenons l'exemple du proton. On ecrit sa structure comme 

P = € ijk u i u j d k (9.47) 

En effet, unc telle combinaison est invariante sous une transformation U € SU(3) : 

e i j k u l u J d k — ► eijkUu'U 1 XJjyv? U k k>d k = {e l]k U li >lj T j 3 'U kk ')u l u> d h 
= (ei'j'k' det U) u l u j d k = e l > j/k >u l v? d k , 

par definition du determinant, 
mesons Prenons par exemplc lc pion n~ , qui s'ecrit comme 

7T" = u i d i , (9.48) 

ce qui est aussi invariant : 

vJd i — ► vJ {U^U). k d k = ^Jd jk d k = ^Jd 3 . 

Ce n'est que plus tard qu'on a formcllcment introduit le concept de symetrie de jauge, globale 
puis locale, qui a permis de comprendre la nature dcs interactions entre quarks, par l'intermediaire 
des gluons. Un nouveau problcme se pose alors, que nous avons deja soulevc dans le cadre de la 
symetrie SU(2) : lcs champs de jauge sont sans masse, mais on ne les observe pas. Le dernier 
concept alors introduit est cclui de liberte asymptotique, qui explique le fait que les particules qui 
subissent l'interaction forte soient toujours confinees. Un argument theorique, base sur la notion de 
polarisation du vide et sur le groupe de renormalisation montre que la constante de couplage g$ 
entre particules portant une couleur n'est pas une constante, mais est une fonction de l'energie de 
la forme 

9s = gs(E) ~ . (9.49) 

Ainsi, plus l'energie de liaison est faible, plus lc couplage est fort. En d'autres termes, plus la 
distance entre les composants est grande, plus forte est l'attraction, alors qu'ils sont esscnticllcmcnt 
librcs lorsque confines les uns vers les autres. II forment done toujours des etats lies et on ne peut 
pas les observer libres. 

Une autre formulation de cette propriete sc fait en tcrme de potcntiel d'interaction entre quark 
et antiquark. On accepte gencralcmcnt aujourd'hui un potcntiel de la forme 

Us(r) <~ const • r , (9.50) 

ce qui produit une force simplcment constante. Une telle formule n'a recu des preuves que numeriqucs, 
grace a des simulations sur reseau, mais la preuve analytique est toujours manquante : e'est d'ailleurs 
Fun des 'problemes du sicclc' a un million de dollars... 

C'est aussi cette liberte asymptotique qui permet de justifier l'utilisation de la theorie de per- 
turbation dans les calculs faisant intervenir l'interaction forte, alors mcmc que la constante de 
couplage est de l'ordre de 1. Precisement, cette valeur n'est valable qu'a faible energie, alors qu'elle 
est beaucoup plus faible si l'energie est plus elevee. II suffit d'effectuer le calcul perturbatif dans ce 
domaine-la de la theorie. 

L'annihilation electron-positron Avant de passer aux brisures de symetrie, nous illustrons le 
modele des quarks et des coulcurs par un cxemple experimental oii la theorie rencontre parfaitcmcnt 
la phenomcnologic. Considerons l'annihilation electron-positron. Elle produit d'abord un photon 
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virtuel qui doit se dcsintcgrcr cn d'autres particules. Ce peut aussi bien etre une paire muon- 
antimuon que n'importe quelle paire quark- antiquark (voir la figure 9.4). Lc fait que les quarks 
ne peuvent pas apparaitre comme des particules libres vient compliquer le dernier cas. Lorsquc 
deux quarks s'cloigncnt l'un de l'autre, l'energie du systeme deviendra telle que de nouvelles paires 
quark-antiquark vont se former, qui peuvent alors se recombiner pour former deux 'jets' de hadrons. 
Ce sont ces deux jets que Ton detecte. 




Fig. 9.4 - Le diagramme de 1' annihilation electron-positron. La double ligne represente n'importe 
quel fcrmion, cincmatiqucment permis. 



L'important ici est le fait que le diagramme est le memo, sculc change la constante de couplagc 
entre le photon et les particules sortantes, liee au second vertex. On a deja calcule la section effficace 
totale dans la limite m P — > : 



4Q 2 7ra 
a = — 



3 -E^CM 



1 - 



M 2 
E 2 



1 M 2 
1+ 2^ 



Qa 
E 



(9.51) 



oil Q est la charge des particules sortantes et E est l'energie de Pelectron dans le referentiel du 
centre de masse. 

La condition necessaire pour qu'un tel processus ait lieu est bien sur 



E > M . 



(9.52) 



Ainsi, cn augment ant l'energie de la collision, on rencontre une serie de paliers a chaque fois que 
l'on remplit la condition ci-dessus pour un nouveau type de quark. D'abord le muon et le quarks 
les plus legers, puis le quark charm, le r, le quark bottom, enfin le quark top, le plus lourd de tous. 
Une maniere elegante de mettre ceci cn evidence est de calculer le rapport 



R(s) 



cr(e + t 



hadrons) 



(9.53) 



ou s = (Ei + E2) 2 est le carre de l'energie dans le referentiel du centre de masse. Comme le 
numerateur de ce rapport rassemble tous les processus qui finissent en quark-antiquark, quelle que 
soit leur nature, ce rapport vaut simplement 



(9.54) 



oil la somme est prise sur tous les quarks dont la masse est inferieure a ^/s. Le facteur 3 provient 
des trois couleurs possibles : a chaque couleur correspond un diagramme different qu'il faut ajouter 
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au calcul de la section efficace 2 . On s'attend done a obtenir un graphe en escalier, chaque marchc 
representant un nouveau quark cinematiquemcnt autorise. A basse cnergic, oii sculs les u, d et s 
apportent une contribution, on doit avoir 



puis au-dessus du c, y/s ~ 1.5 GeV, 



+ - 



1 



(9.55) 



au-dessus du b, y/s ~ 4.5 GeV, 



#2 = 2 + 3 - 



10 



10 

y 



ii 



(9.56) 



(9.57) 



ct on trouverait le t beaucoup plus loin. Le graphique experimental est illustre a la figure 9.5 3 . Non 
sculcmcnt on observe les diffcrcntcs marches, mais en plus la valeur du rapport correspond-elle aux 
attentes ci-dessus. C'est done une preuve experimental du modele des quarks, une indication de 
leur masse et de leur charge respective, mais aussi du nombre de couleurs, puisque le facteur 3 est 
determinant pour la valeur de R(s). 



2 Commc il s'agit alors de processus diflerents qui n'interferent pas entre eux, on ne somme pas les amplitudes, 
mais les sections efficaces directement. 

3 O. V. Zenin et al, "A compilation of total cross section data on e+e~ — ♦ hadrons and pQCD tests," arXiv :hep- 
ph/0110176. 
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1 10 10 2 

Vs (GeV) 



Fig. 9.5 - Graphique du rapport i?(s). La ligne pointillee correspond au calcul simple que nous 
avons mene dans ce chapitre. Pour le point qui nous interesse ici, on peut ne pas considerer les pics 
qui correspondent a la production de particules precises. Les deux elements importants sont (i) les 
deux escaliers qui correspondent aux quarks c puis 6, et (ii) la valeur de R, entre 2 et 4, qui depend 
explicitement des trois couleurs pour les quarks. 



Chapitre 10 

Brisures de symetrie et mecanisme 
de Higgs 

Nous entamons l'etude de la derniere brique necessaire a la construction du Modele Standard, les 
brisures de symetrie. Nous etudierons a la suite lc phenomcnc dans des cas de plus en plus complexes, 
en partant des symetries discretes, puis continues, d'abord globales puis locales. Nous atteindrons 
alors le cas de la brisure spontanee de symetrie dans les theories de jauge, et nous pencherons plus 
particulierement sur le cas de SU(2), puisque c'est de la que nait le modele electrofaible enonce par 
Glashow-Weinberg-Salam a la fin des annees soixante. 

Cette derniere theorie repose lourdement sur un mecanisme generateur de masse pour des 
champs de jauges a priori sans masse comme nous l'avons deja mentionne, le mecanisme de Higgs. 
Precisement, nous noterons alors que le terme de 'brisure de symetrie' est abusif dans le cas des 
theories de jauge locales. Le mecanisme de Higgs necessite la presence d'au moins une particule 
scalaire, le famcux boson de Higgs, dont lc LHC devrait enfin reveler l'existcncc. Finalcmcnt, c'est 
Pensemble de la construction du Modele Standard qui est mise en jeu par ce nouvel accelerateur, 
comme nous le comprendrons tantot. 

10.1 Brisure d'une symetrie globale, discrete 

Commencons par un cas simple, la brisure spontanee de symetrie discrete dans la theorie A</> 4 : 

i?=^<W-^mV-^> 4 - (10.1) 
Jusqu'ici nous avons toujours considere le probleme suivant 

je = JG + Xi, ou ("5 = jg+§(V*) a +!mV. (10.2) 

et utilise la theorie de perturbations pour trouver les solutions. Ceci revient en fait a assumer que 
dans l'etat du vide, l'esperance de l'operateur de champ est nulle, (</>)o = 0, et a decrire la theorie 
a l'aide de fluctuations du champ autour de ce minimum stable. En particulier, il est important de 
comprcndre ici que le concept de particule est simplement lie a la notion d'excitation autour de cet 
etat fondamcntal. Tout lc formalisme de la sccondc quantification que nous avons developpe dans la 
premiere partie de ce cours, puis les regies de Feynman pour le calcul des processus sont entierement 
bases sur cette idee : un etat du vide sur lcquel des operateurs de creation et d' annihilation ajoutcnt 
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ou soustraient dcs excitations, qu'on intcrprcte comme des particules. Unc telle procedure fonctionne 
parfaitcment tant que m 2 > 0, auqucl cas l'ctat du vide est facilement identifiable ct m est bicn la 
masse de la particulc. 

La question qui se pose naturcllcmcnt est de savoir si la thcoric pcut encore avoir du sens si le 
paramctrc m 2 prend une valeur negative. Comment interpreter ce Lagrangicn, quel est son spectre 1 ? 
La decomposition ci-dessus n'a en tout cas plus de sens. En effet, un aspect csscnticl au succes de 
la procedure perturbative est le fait que l'Hamiltonien libre J^o possede un etat fondamental bien 
defini. Or 

Uo[<f>] = \m 2 4? , 

ne possede de minimum global que si m 2 > 0. Dans le cas m 2 < 0, le potenticl n'est pas borne 
infcricurcmcnt ct il est done impossible d'identificr un minimum autour duqucl calculer une per- 
turbation. II faut done abandonner maintenant la decomposition de l'eq. (10.2) et reconsiderer le 
potentiel total 

«M = ^y + ^ 4 . (io.3) 

Outre le point <f> = 0, eclui-ci presente deux autres points stationnaires en 



v = cj) min = ±\j — — , (10.4) 

qui n'existent que lorsque m 2 < et sont alors deux minima globaux du potenticl. On a done 
identific un nouvel etat du vide dans ce cas-ci, qui n'est plus en <fi = 0. La figure 10.1 illustre le 
potentiel dans les deux cas. 




-4-3-2-101234 



Fig. 10.1 - Les deux etats du potentiel lorsque m 2 > 0, avec un minimum global en <j> = 0, puis 
lorsque m 2 < 0, ou deux minima apparaisssent, qui brisent la symetrie discrete. 

Pour que le calcul perturbatif ait un sens (tant physiqucmcnt que mathematiqucment, d'ailleurs), 
nous devons considerer l'un de ces minima comme un etat du vide, et analyser les excitations du 
champ autour de ce nouveau minimu. Pour cela, ecrivons 



<j>(x) = v + h{x) , (10.5) 

1 En physique dcs particules, on appclle spectre d'un Lagrangien son contenu en particules physiques bien definics. 
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avec v donne par Tunc dcs solutions, arbitraircmcnt choisic, de l'eq. (10.4), et h(x) est desormais la 
nouvelle variable physiqucmcnt significative. Injectons cet ansatz dans le Lagrangien. On obtient 

Jgf = -dji d^h - -m 2 (v 2 + 2vh + h 2 )-- (v 4 + 4v 3 h + 6v 2 h 2 + 4vh 3 + h 4 ) 
2 2 v 7 4 v ' 

= l -d„hd»h -\h (m 2 v + \v 3 ) +h 2 ( \m 2 + hv 2 ) +\vh 3 + )h 4 + ( \m 2 v 2 - -v 4 
2 p | C \2 2 ) 4 \2 4 

k =o v v ' 

— — m 2 

Le dernier terme n'est qu'une constante que Ton peut laisscr tomber puisqu'elle n'influence pas la 
physique du systeme. Nous avons done obtenu la densite Lagrangicnnc suivante : 

if = ^hd^h-Vih], ou V[h] = X - (-2m 2 ) h 2 + Xvh 3 + ^h 4 . (10.6) 

En effectuant le developpement perturbatif correct autour de v, nous avons ainsi pu mettre en 
evidence le contenu physique du Lagrangien dans le cas m 2 < 0. II s'agit d'un champ scalaire h, de 
masse m 2 = —2m 2 > 0, et qui presente deux termes de self interaction, Tun ~ h 3 ct le second ~ h 4 , 
et dont les constantes de couplage sont reliees entre elles. La theorie est done parfaitemcnt definic. 

Par contre, le Lagrangien original etait invariant sous la transformation discrete <j> — > —<f>. Dans 
sa nouvelle formulation, eq. (10.6), il a perdu cette symetrie a cause du terme en h 3 dans le potentiel. 
II est bien clair que la symetrie fondamcntalc cxistc toujours, mais cllc nc concerne plus le champ 
physique h. Ceci vient naturellement du fait que nous avons du choisir l'un des deux minima du 
potentiel. Ce choix arbitraire d'une des deux solutions est precisement ce qu'on appelle une brisure 
spontanee de symetrie 

En resume, la transition du parametre m 2 vers des valeurs negatives a modific l'interpretation 
physique du Lagrangien, dans lcqucl il a ete necessaire de transferer l'attention du champ <f) au 
champ 'shifte' h. Ceci a brise la symetrie discrete, mais a permis d'obtenir la theorie d'un champ 
scalaire parfaitemcnt definie, dont la signification physique est claire et l'interpretation en termes 
de particules possible et justifiee. 



10.2 Brisure d'une symetrie globale, continue 

10.2.1 Symetrie U(l) 

Nous passons maincnant a la generalisation naturelle du cas precedent, la brisure de symetrie 
continue pour le champ scalaire complexe : 

jgf = d»<f)* - m 2 <P4>* - A (4>c/>*) 2 . (10.7) 

Lorsque m 2 > 0, nous connaissons parfaitemcnt le spectre de la theorie, une paire particule- 
antiparticulc. De plus, le Lagrangien est clairement invariant sous les transformations de phase 
du champ du type <f> — ► exp(io;)^. II est done U(l)-invariant. 

Comme dans le cas precedent, nous posons maintenant la question du contenu de la theorie dans 
le cas m 2 < 0. Considerons le potentiel 

U = U (Rc{4>),Im(<P)) = m 2 c/xP* + \ (<P4>*) 2 . (10.8) 

II s'agit d'un potentiel en 'chapcau mcxicain', comme l'illustrc la figure 10.2. Comme dans le cas 
precedent, il s'agit d'identifier le nouvel etat du vide. On trouve immcdiatcment la condition 

» 2 = (^) ra i» = -^. (10-9) 
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ou encore 



(j>min(a) = ^7fV~X eM ' P ° Ur a G ^°' 27r ^ ' 



(10.10) 



On a done ici un ensemble continu d'etats du vide parametrises par a, qui forme une variete, dans 
ce cas-ci le cercle S 1 . 




Fig. 10.2 - Le potentiel en chapeau mexicain, qui apparait lorsque m 2 < 0. 



Posons alors v = y — introduisons deux champs reels h(x) et x( x ), e * developpons le champ 
autour d'un des minima : 

ia 

4>{x) = -j=(v + h(x)+i X (x)) . (10.11) 

Notons qu'a nouveau, nous avons fait ici un choix arbitraire d'un des etats du vide, car a est 
definitivement fixee. Alors : 

JS? = (h + i X ) 9" (h - i X ) - \m 2 (v 2 + h 2 + X 2 + 2vh) 

- ^ (v 4 + h A + x 4 + 4:v 2 h 2 + 2v 2 h 2 + 2v 2 X 2 + 2h 2 X 2 + 4:V 3 h + 4vh 3 + 4vh X 2 ) 



m 2 + ^-Xv 2 ) +x 2 [ \m 2 + ^-v 2 



v ' ' v — 

=-2m 2 =0 



= ^hd^h+^xd^X -lh(m 2 v + Xv 3 ) +h 2 Q 

+ \ (h 2 + X 2 ) 2 + \vh (h 2 + x 2 ) + QmV + \v 
En laissant tomber les termes constants, on obtient finalcment 

se = \d^hd^h+ l -d^x-v[Kx] , (10.12) 

ou Vlh,x} = l(-2 m 2 )h 2 + ±{(h 2 + x 2 ) 2 + 4vh(h 2 + x 2 )} ■ (10.13) 



Le contcnu physique dc la thcoric est a nouveau parfaitcmcnt clair. Les termes lincaires dans les 
champs h et x on t disparu puisqu'on a effectue un developpement perturbatif autour du minimum 
du potentiel. Le champ h est un champ scalaire massif de masse m| = —2m 2 > 0, alors que x es t 
un champ scalaire sans masse. Finalcment, on a une serie de termes d'interaction d'ordre trois et 
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supcricur, dont les constantes de couplage satisfont a nouveau a des relations bien defmies, imposees 
par la procedure. 

Du point de vue des symetries, c'est la symetrie U(l) qui est ici brisee. En effet, le Lagran- 
gien (10.12) n'est clairemcnt plus invariant sous les transformations de 0(2) ~ U(l), en raison des 
termes de masse differents pour h et x, et du second terme d'interaction. C'est a nouveau lors du 
choix arbitraire d'un etat du vide, i.e. le choix ici d'une phase a, que la symetrie a ete spontanement 
brisee pour m 2 negatif. Insistons encore sur le fait que les manipulations que nous avons effectuees 
ne modifient pas le contenu du Lagrangien, mais ne font qu'cxpliciter sa signification physique. 
En particulier, on verifie que le nombre de degres de liberte n'a pas change : un champ complcxc 
represente deux degres de liberte reels, et c'est bien ce qu'on retrouve a la fin de la procedure, avec 
les deux champs scalaires reels h et x- 

Nous avons constate l'apparition d'un boson de spin et de masse nulle lors de la brisure de cette 
symetrie continue, ce qui n'ctait pas arrive dans le cas discrct. En fait, il s'agit ici de la realisation 
particuliere du theoreme de Goldstone, dont on donne ici deux enonces equivalents 2 : 

Theoreme (Goldstone) 

i. S'il cxiste une transformation continue par rapport a laquelle le Lagrangien est invariant, alors 

deux cas sont possibles : 

1. l'etat du vide est lui aussi invariant sous cette transformation; 

2. il existe une particule sans spin et de masse nulle. 

ii. Pour chaque symetrie continue spontanement brisee, il apparait une particule de masse nulle et 

de spin 0, les bosons de Goldstone. 

Nous donnons ici une esquisse de preuve dans le cas d'une theorie a n champs sans spin <p l . Soit 
le Lagrangien 

J?[4> i ,d lt <p] = T[<p]-v[<t> i ], 

ou T[4> 1 ] est la partie cinetique du Lagrangien qui depend des derivees des champs, et V[4> 1 ] est le 
potentiel. On suppose que J£ est invariant sous la transformation continue donnee par 

4> a — -» 4> a + aT b a <j) b , 

ou T est le generateur de la transformation et a est une constante. Definissons un etat du vide <j) l 
commc la valcur du champ qui minimise le potentiel, i.e. pour laquelle 



= . 



L'hypothese essentielle ici est de supposer que l'etat du vide (j>o n'est pas lui-meme invariant sous 
la transformation, autrement dit que 

aT^ b ± . (10.14) 
Developpons le potentiel autour de son minimum : 



Le premier est la traduction directe de l'enonce original, cf J. Goldstone, A. Salam and S. Weinberg, "Broken 
Symmetries", Phys. Rev. 127, 965 (1962). 
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Lc tcrmc lincaire a disparu precisement parce qu'on a effcctuc lc dcvcloppcmcnt autour du minimum 
du potentiel. On definit maintcnant la matrice des masses comme la courbure du potentiel autour 
de son minimum, i.e. 

i nil- W . (10.15) 

et les masses des particules correspondent bien evidemment aux valeurs propres de cette matrice. 
Si le Lagrangien est invariant sous la transformation globale donnee ci-dessus, alors son poten- 
tiel lui-mcmc doit aussi l'etre. Dans le dcvcloppcmcnt du potentiel, choisissons precisement unc 
transformation de symetrie, i.e. 5<j> a — aTg(f> b . Alors 

= SV = V[cj>\ - V[4> Q \ = (aTi<t> b ) (o22>§) m% . 

Comme l'etat du vide n'est pas invariant sous la transformation de symetrie, cf l'eq. (10.14), Lc 
vecteur (T 6 V 6 , • • ■ , T£<j> b ) est non nul et l'equation ci-dessus montre precisement que e'est un vecteur 
propre de la matrice des masses pour la valeur propre 0. Nous avons ainsi mis en evidence unc 
particule scalaire de masse nulle, ce qui termine la preuve. ♦ 

Ce theoreme presentc unc interpretation geometrique immediate. Reprenons le potentiel en 
chapcau mexicain de la figure 10.2. Choisissons un etat du vide particulier. Observons alors la 
courbure du potentiel autour de ce point : le long de la variete des etats qui minimisent le potentiel, 
la courbure est naturellement nulle, par definition de cette variete. On doit done avoir une particule 
de masse nulle. Dans le cas de la brisure de k parametres de symetrie, la variete des etats du vide 
sera une variete de dimension fc, et la courbure le long de chacune de ces dimension sera nulle, d'ou 
le theoreme de Goldstonc. 

10.2.2 Symetrie U(2) 

Nous donnons finale me nt un excmplc legerement plus complique d'une telle brisure de symetrie 
globale. Soit le champ a deux composantes complexes <& = I ^ J , et le Lagrangien 

if = (d^) (<^$) - to 2 * 1 * - A ($ f $) 2 . (10.16) 

Claircmcnt, cette densite lagrangienne decrit quatre degres de liberte reels et clle est invariante sous 
les transformations de U(2), $—>{/$. Dans le cas m 2 > 0, le spectre de la theorie est trivial : il 
s'agit de deux paires particule-antiparticule. Par contre, si m 2 < 0, alors l'ensemble des minima du 
potentiel est donne par la relation 

2 

$t $ = _™ (10.17) 
2 A 

Ecrivons <&i = <pi + i(j>2 et $2 = 03 + i<t>i- L'equation ci-dessus devient alors Ylt=\ $1 ~ - C'est 
l'equation d'unc sphere S 3 . II est done apparu une variete de dimension trois qui decrit l'ensemble 
des etats du vide possibles. 

La demarche est maintenant identiquc. Posons v = — On peut decrire un etat du vide 
arbitrairc, solution de l'eq. (10.17) par 

^o = u(^^_^j, U e U(2), fixe. (10.18) 

Pour effectuer un developpement perturbatif, notons 



1 



*= -^U ( X , + lX , ) . (10.19) 
^2 V v + h + ix 3 1 
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Nous laissons au lecteur le soin de verifier que la substitution de cet ansatz dans le Lagrangicn (10.16) 
produit l'expression suivante, apres avoir utilise la definition de v et soustrait les termes constants : 

* = \ + \ E (w) 2 \ H™ 2 ) 2 h2 \ | (e + h2 ) + 4vh (e* 42 + h2 ) | • 

(10.20) 

On a done spontancmcnt brise la symetrie U(2) en choisissant un etat du vide particulier autour 
duquel le developpement perturbatif a pu etre effectue. II reste finalement un boson massif, le h de 
masse m,h — —2m 2 > 0, et trois bosons de Goldstone x' • 

Tout ceci est certes interessant et elegant, mais rencontre un probleme essentiel : aucune par- 
ticules de Goldstone n'a jamais ete detectee. Heureusement, l'introduction des symetries de jauge 
locales va nous permettre de nous en debarrasser : e'est le mecanisme de Higgs, qui sera a Foriginc 
de la masse des bosons de jauge dans la theorie electrofaible. Cette ultime etape met en jeu tous 
les concepts introduits jusqu'ici, a savoir groupes de symetrie de jauge locale, champs de jauge, et 
enfin brisure de symetrie. 



10.3 Symetrie locale, continue, et mecanisme de Higgs 

Pour commencer et en saisir les elements essentiels, nous allons illustrer le mecanisme de Higgs 
dans le cas de la symetrie de jauge abelienne U(l), l'electrodynamique quantique scalaire. On part 
du Lagrangicn d'un champ scalaire complexc, auqucl on a impose l'invariance de jauge et done 
introduit un champ vectoriel a priori sans masse : 

% = -\F^ V + (D^T (D"0) - m 2 0> - A (0» 2 , (10.21) 

ou D M = <9 M — ieA^ et = d^Av — d v A^. La situation est connue dans le cas m 2 > : il s'agit 
d'une theorie pour une paire particule-antiparticulc scalaire massive et un champ vectoriel sans 
masse. Nous allons montrer dans ce qui suit que si m 2 < 0, et que la symetrie est spontancmcnt 
brisee, alors la theorie contient en fait un champ scalaire massif et un champ vectoriel massif. 

Si la symetrie etait globale, on aurait par le theoreme de Goldstone un champ scalaire massif et 
un boson de Goldstone sans masse, et toujours le champ de jauge sans masse. Mais precisement, on 
a note au chapitre 9 que le champ vectoriel A^ n'est que l'expression de la symetrie de jauge locale 
pour (f) : la brisure de symetrie dans ce cas-ci doit done aussi prendre en compte le champ de jauge. 

Nous avons deja resolu le probleme de la brisure de symetrie U(l) dans le secteur scalaire de 
cette theorie. On peut se referer a l'eq. (10.12) pour l'expression du potentiel V[ft.,x]- La nouveaute 
ici provient du terme cinetique, par l'intermediaire de la derivee covariante. En effet, 

Df+cj) = (dp - ieA^) -^=(v + h + i X ) = ^ (d^h + id^x) - ^ ieA v ( v + h + *x) 
{D^f = (d^h - id^x) + ^ ieA n {v + h- i X ) 

\D^\ 2 = \ {d,hf + \ {d^xf + ^ApA" [(« + hf + X 2 ]+e (A^h) X -e(v + h)A^ X ■ 



136 



CHAPITRE 10. BRISURES DE SYMETRIE ET MECANISME DE HIGGS 



Ainsi, 

* = \ (d,hf \ (-2m 2 ) h 2 

+ \ (d,xf + \e\ 2 A» (A, A^x) 

+ ( termes d'ordre superieurs, interactions ) . (10.22) 

La premiere ligne de ce Lagrangicn correspond claircmcnt a la partic libre du champ scalaire h. Par 
contre, l'interpretation des champs A^ et \ es t delicate. En particulier, le terme en A^d^x ne P eu t 
pas recevoir de signification satisfaisante. Par contre, si nous introduisons un nouveau champ W^, 
defini par 

W tl = A„- -d^ X , (10-23) 
ev 

rcnscmblc prend un sens clair. Constatons d'abord l'analogie formcllc de cette expression avec une 
simple transformation de jauge du champ A^, avec la fonction de jauge — ^x(x). Ceci nous permet 
directement d'ecrire F tlv F> lv = F^wF^, ou F^yv = d^W u — <9„W M . De plus, 

±e 2 v 2 W,W» = \e 2 v 2 A^ + l - (d, X f - evA^x ■ 
Lc Lagrangien libre s'ecrit alors 

= \ [d^hf - l - (-2m 2 ) h 2 - \F^ W F% + l -e 2 v 2 W^ . (10.24) 

A ce stade, on pcut finalement interpreter le contenu physique de la theoric. Ce Lagrangien decrit 
un champ scalaire massif, le boson de Higgs, et un champ vectoriel massif, de masse m 2 ^ = e 2 v 2 . Par 
rintcrmcdiairc de la definition du champ W^, on a en fait utilise la liberte de jauge pour le champ 
vectoriel pour eliminer le boson de Goldstone x- O n v °it aussi pourquoi ce mecanisme n'etait pas 
possible dans le cas de la symetrie globale, e'est le champ de Goldstone lui-meme, pas forcement 
constant, qui represente la fonction de jauge a choisir. La definition (10.23) est done bien lc choix 
judicieux d'une jauge particulicrc. II est interessant d'analyscr le parcours des differents degres de 
liberte dans le processus. Nous sommes partis d'un Lagrangicn a quatre degres de liberte, deux lies 
au champ scalaire complcxc, et deux associe au champ vectoriel sans masse. La symetrie de jauge 
globale et la condition m 2 < auraient modifie l'interpretation physique du domaine scalaire de la 
theorie, avec un champ scalaire reel massif et un degre de liberte associe au boson de Goldstone. La 
symetrie de jauge locale a finalement pcrmis de mettre en evidence un degre de liberte associe au 
champ de Higgs, et trois degres de liberte associes au champ vectoriel, le champ de Goldstone ayant 
ete efface par la liberte de jauge et absorbe dans le fait que le boson de jauge acquicrt une masse. 
C'est lc famcux mecanisme de Higgs, qui permet de confercr de la masse aux bosons vectoriels dans 
les theories de jauge. On notera au passage l'analogie du mecanisme de Higgs et de l'effet Meissner 
dans la theorie de la supraconductivite. 

II est possible de rederiver ces resultat d'une maniere plus simple mais peut-etre moins trans- 
parente, qui fait appel des le depart a un choix de jauge bien defini. En particulier, ce calcul a lc 
mcrite de bien mettre en evidence la difference entre mecanisme de Higgs et brisure de symetrie. A 
cette fin rappelons le comportement des champs sous une transformation de jauge : 

t t^T^' (10-25) 

Afi — > A! lt = A„ + \d vt a. 

L'invariance du Lagrangicn par rapport a ce type de transformation est l'expression du fait que les 
champs transformes <j>' et A'^ representent exactemcnt la meme physique que le champs originaux. 



10.3. SYMETRIE LOCALE, CONTINUE, ET MECANISME DE HIGGS 



137 



En effet, le Lagrangicn conticnt toutc 1'information physique concernant lc systeme. En ce sens-la, 
il n'y a pas v entablement une infinite d'etats du vide physiques, mais bien un seul, puisqu'ils sont 
tous relics entre eux par des transformations de jauge. Utilisons alors notre liberte de jauge, et 
choisissons une jauge a telle que 

(10.26) 




e'est-a-dire 



«= i ln f? ) • ( 10 - 27 ) 



2i V <t> 



A nouveau, un tel choix implique directement que a est une fonction de x, il n'est done rendu 
possible que si la symetrie est locale. 

En utilisant l'eq. (10.25), on trouve l'expression des nouveaux champs : 



2ie 



f>*D, 



2e 



(10.28) 
(10.29) 



Dans cette notation, il est alors evident que ces champs ont des expressions invariantes sous des 
transformations de jauge, on parle de variables jauge-independantes, ou encore de champs ecrits 
dans une jauge unitaire. Comme <f)' est reel, le terme cinetique pour <f) devicnt 

{D,4>r (D^)' = (Z^V) (D^)' = (d^ 1 + ieA'^') (d^' - ieA'^') = {d^'f + (eA'^'f . 
Lc Lagrangien s'ecrit alors (on ne note plus les ') 

££ = ~F liV Fi> v -m 2 (b 2 - + d^d^ + e 2 ^A^ . (10.30) 

Nous avons maintenant epuise notre liberte de jauge. On constate immediatcmcnt que dans cette 
jauge unitaire, on est ramene au cas du debut de ce chapitre. Dans le cas m 2 < 0, il suffit de 
developper (f>, champ reel, autour d'un des minima du potentiel 

cf> = [v + h(x)} , (10.31) 

pour finalement obtenir un Lagrangien totalement explicite : 

££= \d^hd»h-\mlh 2 -\F^F^ + \m\A^ + \vh*+^h 4 + \e 2 h 2 A^+e 2 vh (10.32) 

ou 

m 2 h = -2m 2 et m\ = eV . (10.33) 

On a done obtcnu le meme rcsultat que par la methode preccdente, soit un champ scalaire reel 
massif, le boson de Higgs, un champ de jauge vectoriel massif aussi, avec cette fois-ci tous les termes 
d'intcraction fournis explicitement. On pourra sc refcrer a la figure (10.3) pour les differents vertex 
de cette theorie, qui precede notre analyse du modele electrofaible. 
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Fig. 10.3 - Les quatre interactions du Lagrangien pour la symetrie locale U(l), apres Taction du 
mecanisme de Higgs 



Remarque Nous aimerions a ce point souligncr un certain nombrc d'clcmcnts clcs de la demarche 
ci-dessus. A chaque fois que nous avons reecrit le Lagrangien, nous n'avons absolument pas modific 
son contenu physique. Les deux aspects cssentiels que nous avons utilises sont simplcmcnt lc choix 
d'une jauge particulierc, la jauge unitaire, et l'ecriture du Lagrangien en terme de fluctuations 
du champ autour d'un etat du vide particulier. Le principe derriere le mecanisme de Higgs est le 
transfert d'un degre de liberte associe a Forigine au champ scalaire complexe vers le champ de jauge 
vectoriel qui par la acquiere une masse. Nous avons done atteint l'objectif fixe des l'introduction de 
ce chapitre : identifier un mecanisme generateur de masse pour les champs de jauge, a priori sans 
masse par le fait de la symetrie de jauge. 

Nous avons propose ici deux approches du phenomcne, qui contiennent fondamentalcment les 
memos elements. lis nc different au fond que dans l'ordre d'application des elements. Dans lc premier 
cas, on brise d'abord la symetrie, pour ensuite utiliser la liberte de jauge et constater qu'il n'y a 
pas veritablement de brisure, alors que la seconde demarche procede en sens inverse, d'abord par 
un choix de jauge unitaire, puis par la brisure spontanee de symetrie. 

Avec le double outil des theories de jauge et du mecanisme de Higgs en main, nous pouvons 
enfin decrire lc modclc clcctrofaible GWS et ainsi terminer la construction du Modele Standard. 




Chapitre 11 

Le Modele Standard 



Dans ce chapitre, nous allons enfin mettre en commun tous lcs elements construits scparcmcnt 
depuis lc debut de la seconde partie de ce cours afin d'etablir la theorie electrofaible, piece essenticllc 
du Modele Standard de la physique des particules. Nous serons alors en mesure de decrire toutes 
les interactions entre tous les types de champs, ce qui nous donnera une image globale, mais certes 
encore rclativcmcnt compliqucc. En particulicr, nous devrons introduirc des angles de melange, qui 
decrivent le fait que les etats propres par rapport a un certain groupe de jauge ne le sont pas 
forcement par rapport a un autre, ou ne diagonalisent pas la matrice des masses. 

11.1 Le modele de Weinberg 

A la fin des annees '50, plusicurs indices thcoriques suggererent l'existence d'une particulc in- 
termediate massive et neutre pour 1'intcraction faible. C'est en 1961 que Glashow 1 proposa pour 
la premiere fois une unification des interactions faible et electromagnetique. En 1967, Weinberg 2 , 
puis plus tard Salam 3 , proposcrcnt un modele dit electrofaible, qui contenait precisement deux 
champs de jauge non charges, l'un de masse nulle correspondant au photon, l'autre, lourd, au boson 
intcrmcdiairc Z°. 

11.1.1 Groupe de jauge et representation chirale 

Le modele electrofaible est une theorie de jauge locale pour le groupe de jauge 

Gew = SU(2) x U(l) . (11.1) 

A chacun de ces sous-groupes correspond une constante de couplage, g et g', respectivement. Comme 
nous l'avons vu dans les chapitres precedents, la symetrie de jauge locale impose l'introduction des 
champs de jauge associes a chaque sous-groupe. Notons-les A a , a = 1,2,3, et B^, respectivement. 

Considcrons maintcnant lcs champs que nous souhaitons inclurc dans le modele. Du point de vue 
des spineurs, la theorie electrofaible decrit lcs six leptons que nous avons brievement introduits au 
chapitre 1 : l'clcctron, lc muon, lc r et lcs trois neutrinos correspondants. II s'avere que la physique 
du secteur electrofaible est une physique chirale, qu'il s'agit de decrire en termes de champs gauchers 

X S. L. Glashow, "Partial Symmetries Of Weak Interactions", Nucl. Phys. 22 (1961) 579. 
2 S. Weinberg, "A Model Of Leptons", Phys. Rev. Lett. 19 (1967) 1264. 

3 A. Salam and J. Strathdee, "A Renormalizable Gauge Model Of Lepton Interactions", Nuovo Cim. 11 A (1972) 
397, par exemplc. 
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et droitiers. Rappelons qu'etant donne un spincur ty, on dcfinit lcs spineurs gaucher L et droiticr 
par 



1 + 7^ 

*l = et V R 



1-75 



(11.2) 



2 2 

Pour chaque champ, il s'agit de definir son comportement par rapport aux transformations du 
groupe de jauge, i.e. de lui attribuer sa 'charge' corrcspondante. Par rapport a U(l), on a 



et on appelle le nombre Y Vhypercharge. Par rapport a SU(2), deux cas sont possibles : 



ou 



(11.3) 



(11.4) 
(11.5) 



On appellcra le premier type de champ un doublet, et le second un singulet. Pour rendre cette 
notion plus claire, notons qu'une telle distinction est en tout point identique a celle d'un vecteur 
et un scalaire par rapport au groupe de Lorentz : le doublet est l'analogue du vecteur, alors que le 
singulet, invariant par rapport a la transformation, est analogue au scalaire 4 . 

Le tableau ci-dessous contient tous les champs composant le modele elcctrofaiblc : un champ 
scalaire et trois families de champs spinoricls. II n'admet pas d'autre justification que son adequation 
aux rcsultats experimcntaux, et sa capacite a decrire dans un cadre unifie la structure des particules 
clcmcntaires. 



Groupe de jauge : 
Constantes de couplage 
Champs de jauge 
Secteur scalaire : 

Doublet complexe 



SU(2) 



Aa 



n 

<f>2 



U(l) 
9' 



Y = +l 



Secteur spinoriel : 

Trois doublets gauchers Lj 



L 3 



e 

V T 
T 



Trois singulets droitiers Ei 



Ei = e R 
E 2 = fJ-R 
E 3 = t r 



Y = -1 
Y= -1 

Y = -1 



Y 
Y 
Y 



Le fait que les singulets soient aussi les elements droitiers n'est en aucun cas impose par la theorie. 
II provient simplcment du fait qu'expcrimcntalcmcnt, on n'a jamais observe de neutrino droitier 5 . 



4 On parle d'ailleurs parfois d'isovecteur et d'isoscalaire. 

5 Ceci est serieusement remis en question a l'heure actuelle, mais nous nous concentrons ici sur le Modele Standard 
au sens strict. Diverses extensions de cc dernier ont etc proposecs, qui inclucnt des neutrinos droitiers. 
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Do lcur cote, 1 'electron, lc muon et le r peuvent apparaitre aussi bien gauchers que droitiers. Pour 
etre explicitc, ccrivons les lois de transformation des champs par rapport au groupe de jauge : 



4> — ► e ia ^U{x)<j>, (11.6) 

Li — e- ia ^U(x)Li, (11.7) 

^ — ► e- 2ia( -^Ei, (11.8) 

B M — B„+ i^a;), (11.9) 

A M — » I7(a:)^t(a;)-i(^)^t. (11.10) 



On remarque en particulier que les champs de jauge ne se transforment que sous Taction de leur 
propre groupe. On pourra se referer au chapitre 9 pour trouver la derivation de ces expressions. 

11.1.2 Le Lagrangien du modele electrofaible 

Ayant introduit tous les champs que nous voulons traiter, et connaissant leur comportement par 
rapport au groupe de jauge, nous pouvons maintenant construire sans difficulte lc Lagrangien de la 
thcoric. Nous avons deja vu que les termes d 'interaction des spincurs avee les champs de jauge sont 
univoquement determines par la symetrie locale, au travers de la derivee covariante. Par contre, ce 
n'est pas le cas de l'interaction des spineurs entre eux et avec le champ scalaire. Pour construire un 
terme legitime, il s'agit de trouver un terme reel qui soit invariant tant par rapport au groupe de 
jauge que par rapport au groupe de Lorentz, et dont les constantes de couplage aient unc dimension 
> 0, pour des raisons de renormalisabilite. C'est 1 'interaction de Yukawa : 

% Y = fijLiErf + h.c. . (11-11) 

On voit immcdiatcmcnt qu'il s'agit bien d'un scalaire par rapport au groupe de Lorentz et, sous 
Faction de SU(2) x U(l), on a 

fijLiErf — > fijLitfe^e-^Eje^UcP = /, , I., i. ,<> . 

Le Lagrangien du modele electrofaible s'ecrit done : 

&ew = -\f; v F^ a - l -F^F^ termes de jauge 

+ {D^ (D^<f)) - m 2 ^(p - A (^(j)) 2 partie scalaire 

+ iLi^D^Li + iEi^D^Ei partie fermionique 

i i 

+ ^[f ij L i E j( j) + h.c] Yukawa (H-12) 

ij 

ou la derivee covariante est 

D^d^-ig^Al-ig 1 ^. (11.13) 

La valeur de Y depend evidemment du champ sur lequel agit la derivee covariante. De meme, si elle 
agit sur un singulet Ei, la partie qui depend de SU(2) disparait (comme si la 'charge' de ce champ 
par rapport a ce groupe etait nullc). Ainsi, 

DpU = (d^ - ig^A^ + i 9 -B^j U , 

D li E i = (d li + igfB ll )E i , 

= [d, - i<7yA« - i 9 -B^\ <p . 
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C'est le Lagrangien qui decrit l'interaction electromagnctique et l'interaction faible du Modele 
Standard. Son contenu physique n'est pas encore tres clair a ce stade. Mettons done en evidence 
son spectre exact. Lc problcmc csscnticl ici est celui des masses. Tant les fcrmions que les champs 
de jauge sont a priori sans masse dans ce Lagrangien. On a deja montre que les champs de jauge 
ne peuvent pas etre massifs au chapitre 9, et on constate ici que la symetrie de jauge, associee a la 
representation chirale des spineurs ne permet pas non plus de conferer une masse aux fermions. En 
effet, les termes bilineaires du type LiLi ou E{Ei sont nuls (cf lc chapitre 5), et ceux de la forme 
L{Ei ne sont pas des invariants du groupe de jauge. 



11.1.3 Spectre de la theorie : secteur bosonique 

Nous allons done considerer tout d'abord la partie qui concerne les champs de jauge dans le 
Lagrangien. Les resultats experimcntaux imposcnt la presence de mediateurs massifs de l'interaction 
faible, or ceci n'est possible qu'au travers du mecanisme de Higgs. La demarche est cxactcment ccllc 
du chapitre precedent. 

Supposons done que m 2 < 0. Alors le champ cj) presente un ensemble de minima sur la sphere 
S 3 , telle que (ft ' <j) — — fx- Comme dans le cas abclien considcre plus tot, utilisons notre liberte de 
jauge U(2) pour rendre le champ <f) reel : 



4>'{x) = u(x)<f>(x) = 




(11.14) 



oil p{x) € BL Explicitement , etant donne 
condition est donnee par 

U(x) = 



h,<j>2) , la matrice U(x) e U(2) qui remplit cette 



(11.15) 



et on note a nouveau la necessite d'avoir une symetrie de jauge locale pour pouvoir satisfaire cette 
condition. 

Appliquons cette jauge au Lagrangien. Par les resultats deja obtenus au chapitre 9, on sait que 
les termes cinetiques des champs de jauge sont invariants, i.e. F' — F^ v et F^ v = F^ v . L'aspect 
intcressant provient du terme cinctique pour lc champ scalaire. En effet, on obticnt 



et done 







V2 



i 



1 d„p 



+ 



-id^^-ig'lB^ 





p 

V2 



V2 



gAl+g'B^ g (A\ - iA%) 
g{Al + iAl) -gAl + g'B^ 



V2 



^-^{-gAl + g'B^p 



(D^f (D^y=-d^d»p+-g 2 



A 1 



g'B,) 2 p 2 



(11.16) 



On est ainsi ramene a une theorie dont l'invariance de jauge est realisee de maniere triviale par 
l'invariance des champs dans la jauge unitaire. Ses degres de liberte sont clairement definis : un 
champ scalaire reel p et quatre champs vectoriels reels cux aussi A® et B^. On peut alors se referer 
a la partie libre du champ p : 

-d^pd^p- -m 2 p 2 - -p 4 . 
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Comme to 2 < 0, le minimum du potentiel se trouve en v, tel que Xv 2 = —to 2 . Cette situation 
nous est deja bien connuc. II suffit de developper le champ autour de cc minimum pour mettre en 
evidence les veritables degres de liberte associes a p. On ecrit p{x) = v + h(x), et on obtient alors un 
champ scalaire reel de masse to^ = —2m 2 , avec des termes de self-interaction d'ordres superieurs. 

La partie scalaire ctant maintcnant clairc, tournons-nous vers le secteur vectoriel. En utilisant 
l'eq. (11.16) et l'expression du Lagrangien libre, rassemblons la partie quadratique, i.e. libre, pour 
les champs de jauge. On obtient 

«f = ~\ {d,B v d v B,f \ £ (d,A: d^f + \g 2 v 2 |4 - iA\\ 2 + ^ 2 - g'B.f . 

a=l 

Sa signification physique dcvicndra claire si nous rcussissons a l'ecrire sous une forme dans laqucllc 
tous les termes ne contiennent plus qu'un seul type de champ. On appelle ce processus la diago- 
nalisation du Lagragien. Les termes quadratiques simples seront alors naturellement des termes de 
masse. Nous l'avions en effet deja note plus haut et utilise de nombreuses fois jusqu'ici, la masse 
est dcfinic comme la courbure du potentiel, i.e. precisement le coefficient devant ces termes-la. Les 
champs qui diagonalisent le Lagrangien quadratique seront parfois appeles etats propres de la masse 
(par abus de langage, naturellement). 

A cette fin, definissons le nouveau champ vectoriel complexe par 

w » = ^ (4 + iA l) > K = ^ (4 - iA l) > ( n - 17 ) 

ce qui permet d'ecrire l'avant-dernier terme \g 2 v 2 W )1 If*, il ne contient plus de termes croises. 
Quant au dernier terme, ecrivons-le sous forme matriciellc 

(gAl-g'B,f=(Al -$)( A bI 

Pour avoir des etats propres de la masse, il suffit de diagonaliser cette matrice. On utilise la matrice 
orthogonalc O suivante : 

1 ( g —g' \ _ f cos Qw — sin ®w 



q _ ; i y y = I (11 18) 

vV + s' 2 V a' g J \ sme w cose w J ' 

ou nous avons introduit Tangle Ow, l e weak mixing angle ou angle de Weinberg, defini par 

cosOw^— ? 9 , sm@ w = — 9 (11.19) 
V9 +9 V9 +9 

Appliquons done cette rotation pour diagonaliser la matrice des masses. Ses valeurs propres sont 
(.9 2 + 9 >2 ) e t 0, ce sont les masses des champs definis dans cette nouvelle base. Le vecteur (A? B M ) 
devient apres la rotation [Z^ A^) T , ou 

Z ft = cose w Al-sme w B l ^, (11.20) 
Af, = sine w Al + cosQwBf, . (11-21) 

Rassemblons finalement tous les termes quadratiques du Lagrangien pour les champs scalaire et 
vectoriels, dans cette jauge unit aire : 

^ v Ts d = \d^hd^h - ^w^w^* - \a^a^ - \z^z^ 

+ \rn\h 2 + m 2 w W^W^ + + \m\Z»Z» , (11.22) 
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ou 



m\ = -2m 2 , (11.23) 



2 



™ 2 z = V -(g 2 + g' 2 ) , (11.24) 
m 2 w = \g 2 v 2 . (11.25) 



11.1.4 Commentaires 

Le contenu bosonique dc la theorie est maintcnant clair. Lc Lagrangicn 11.12 conticnt 
un champ scalaire reel, le boson de Higgs h, massif, 

un champ vcctoricl complcxc W^, massif, i.e. une paire vectorielle particule-antiparticulc, 

un champ vectoriel reel Z^, massif, 

un champ vectoriel reel sans masse A^. 
Tous ces champs sont des etats propres de la masse. Bien qu'apparemment tous sans masse, le 
mecanisme de Higgs leur en a confere une bien determinee et reliee aux parametres de base m 2 , A, 
g et g'. On constate d'ailleurs que si Ton fixe Tangle de melange, les deux constantes de couplage a 
priori independantes g et g' nc le sont plus, puisqu'on a la relation fondamentalc : 

gsin@\y = g' cosOw , (11.26) 

ce qui implique directement 

mw — mz cos Qw ■ (11.27) 

Ces relations, bien que connues experimentalcment avant lc modele GWS, furent ainsi comprises 
theoriquement grace a ce dernier. 

Finalement, e'est en analysant l'electrodynamique que nous pourrons rccllcmcnt interpreter 
physiqucment ces diffcrents champs. Mentionnons deja cependant que le champ sans masse est bien 
evidemment le photon (e'est le seul candidat possible), et que les trois autres champs sont les bosons 
intermcdiaircs pour l'interaction faible, a savoir les courants charges W^ 1 et neutre Z°. 



11.1.5 Spectre de la theorie : secteur fermionique 

La partie bosonique de la theorie etant maintenant clarifiee, tournons-nous vers son secteur 
fermionique. Tout d'abord, il s'agit d'appliquer ici aussi le choix de jauge de l'eq. (11.15). Les 
termes cinetiques sont clairement invariants. Seul est vraiment interessant le terme de Yukawa. 

f i jL l E J 4> — ► fij ( Vi e.j ) ( p ] ejR = fije iL e.j R -^= . 

\ V2 J v2 

Lorsque la symetrie est spontancmcnt brisee, on obtient 



v h{x) 
-+f v e iL e iR - /T 



fijCiLejR^ + fijeiLejR—^ . (11.28) 



Si lc second terme est une interaction entre fcrmions et boson de Higgs, le premier est bien finalement 
un terme de masse. Le mecanisme de Higgs n'a done pas seulement donne une masse aux champs de 
jauge, mais a l'electron, au muon et au r par la meme occasion. On constate d'ailleurs que ce modele 
implique aussi directement que tous les neutrinos soient sans masse, puisqu'ils n'interagissent pas 
avec le champ p. 
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Pour trouver les masses des leptons, il reste a diagonaliser la matrice fy, qui est une matrice 
3x3 complcxc, et comptc done a priori 18 parametres. Montrons que sculs trois d'entre eux sont 
veritablcmcnt physiques, ce qui est coherent avec ce que nous venons de decouvrir. Pour cela, 
montrons le theoreme suivant : 

Theoreme Soit M, une matrice complexe. Alors il existe U\ et U 2 , deux matrices unitaires telles 
que U\MU\ soit diagonale et reelle. 

En effet, considerons les deux matrices MM^ et M^M. Elles sont hermitienncs, positives et ont 
le meme spectre : 

- positivite : Si M> Mip = Aip, pour tp un vecteur propre norme, alors A = (Mtp, Mip) > ; 

- spectre : Considerons le polynomc caracteristiquc : 

det (M*M - A) = det ((M t - AM" 1 ) M) = dct (M (Aft - AM -1 )) = det (MM* - A) . 

Elles sont done toutes deux unitaircmcnt diagonalisables. Soit A = diag (A l7 A2, A3), leur representation 
diagonale, avec Aj > 0. Par des rcsultats clementaircs d'algebre lincairc, il existe des matrices Ui et 
U 2 , telles que 

M^M = UxKUl , et MM* = U 2 Mj\ . 

D'ou, 
Ainsi, 



A = U\M^MU X , et A = U\MM^U 2 



u\m^mu x = xj\mm^u 2 
uIm^u 2 uImUx = uImu 1 u\m^u 2 

. 



=> u\m^u 2i u\mu 1 

La matrice U\MUi est done une matrice normale, elle est, elle aussi, unitairement diagonalisable. 

, me 

De plus, 



Soit U, la matrice de changement de base. Les matrices cherchees sont done U\ = UU 2 et U 2 = UU\. 



UxMUl = diag (TAT, ^h) 



ce qui termine la demonstration. ♦ 

Revenons au Lagrangien. Appliquons le theoreme ci-dessus a la matrice de Yukawa fy. Soient Ul 
et Ue, les deux matrices unitaires telles que F = UlJU e soit diagonale, i.e. F = diag (F\, F 2 , F3), 
Fi > 0. Ecrivons alors le terme d'interaction commc 

LUlFU E E<p. (11.29) 

II suffit alors de redefinir les champs spinoriels Li et Ei par 

Li = U L Li , (11.30) 
Ei = U E E t . (11.31) 

On vcrific directement qu'unc telle redefinition n'affecte pas les termes cinetiques du Lagrangien ; 
elle est done legitime. Ce sont ces nouveaux champs qui sont des etats propres de la masse dans la 
theoric electrofaiblc. Pour une parfaite clarete, nous ecrivons encore le terme de Yukawa dans cette 
nouvelle base (nous laissons tomber les") : 

3 3 , 

^ Y =Y,Fi^Le iR + Y d F i - m e iL e iR . (11.32) 
i=i ^ 2 i=i ^ 2 
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On obtient done les masses de ces fermions 

m e =-^Fi, m jU = ^F 2 , m T = -^=F 3 , (11.33) 

ct l'interaction avec le champ de Higgs illustree dans la figure 11.1. 




em 



Fig. 11.1 - L'interaction fermion champ de Higgs 



11.1.6 Commentaires generaux 

Nous avons mis en evidence dans le secteur fermionique du modele electrofaible le contenu 
physique suivant : 

- trois fermions massifs, e, fj,, r ; 

- trois fermions sans masse, les neutrinos. 

Le contenu du Lagrangien total est maintenant eclairci. En particulicr, notons que toutes les 
masses, a l'exception de celle du boson de Higgs, doivent leur existence au mccanismc de Higgs 
engendre par la presence dans la thcorie du boson du meme nom. II est done indispensable a 
la coherence de l'ensemble du Modele. Rappelons la demarche globale : chaque interaction est 
engendree dans le Modele Standard par un groupe de symetrie de jauge locale. Or un tel postulat 
impose que tous les champs de jauge soient sans masse. De plus, si on lui associc le modele chiral 
des fermions introduit par Weinberg, la meme conclusion s'applique aussi a tous les leptons. Le 
mecanisme de Higgs 'sauve' finalement l'ensemble de la construction. 

Nous sommes maintenant en mesure de compter le nombrc de paramctrcs libres de cette theorie. 
Dans le secteur bosonique, nous avons g, &w, n^h et A. Dans la partie fermionique, il faut encore 
rajouter les trois masses des leptons, ce qui donne en tout sept constantes non determinees par la 
thcorie, mais qu'il s'agit d'introduirc a la main, pour que les predictions correspondent le mieux 
possible aux resultats experiment aux. 

11.2 Interactions electromagnetiques 

Si le Lagrangien decrit effectivement les interactions electromagnetiques ct faiblcs, il doit etre 
possible de retrouver l'electrodynamiquc quantique a partir de son expression originale. En parti- 
culicr, nous devons d'abord identifier le photon. Le seul champ vectoriel sans masse a disposition 
etant le champ A^, il doit necessairement representer le mediateur de l'electromagnetisme. Analy- 
sons alors ses interactions avec les autres champs. 
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11.2.1 Interaction electromagnetique des fermions 

Definissons pour commencer 

e = g sin Q w — g' cos Qw > 



(11.34) 



grandeur que nous identifierons tantot a la constante de couplage de Pelectromagnetisme, la charge 
de l'electron. Reecrivons la derivee covariante en termes des champs physiques, et concentrons-nous 
sur lcs termes qui conticnncnt lc photon : 

D^d^-ig^Al-ig'^B, 



t 3 Y 
- ig — (Zp cos Q w + A^ sin G w ) - ig' — (A^ cos Q w - sin Q w ) + £ (A^, A 



2 ) 



= d il -iA li ^ sinewy +5 / cos6iy^ +C(Aj,,A£,Z„) 
= d„-ieAj T ^ + ^\+((Al,Al,Z fl ) , 



(11.35) 



ou les fonctions £ et £ contiennent tous les termes qui ne nous interessent pas ici car ne contenant 
pas A^. Pour que le resultat ci-dessus corresponde a la relation connue de Felectrodynamique, la 
charge electrique doit etre, en multiples de e, 



Q 



T i Y 
T+2 



(11.36) 



On en deduit alors les charges des champs de la theoric : 





r 3 Y 


Q 


neutrinos ^ 


+ 1 -1 





e, /U, r gauchers 


-1 -1 


-l 


e, n, t droitiers 


-2 


-l 



en particulier, notons que les neutrinos ne ressentent pas l'interaction electromagnetique. 

Finalement, la partie leptonique du Lagrangicn nous fournit les termes d'interaction lepton- 
photon. On a 



iL^D^Li ~» -ee iL ^e iL A^ 
iRi^DpRi ~» -ee^^einA^ 



(11.37) 
(11.38) 



les neutrinos n'apparaissant plus car leur charge est nulle. Soit e i; le spineur representant un e, n 
ou r. Alors eiL = \ (l + 7 5 ) e%, d'ou = ej 5 (l — 7 5 ) et done 



GiLl^ZiL = Gil 11 



■7 



1 



e 4 = e^-(l + 7 5 ) 



car lcs operateurs de chiralite sont des projecteurs (cf lc chapitre 5) et 7 5 anticommute avec les 7 P . 
Ainsi, 



2?™ - {-ee tLl »e tL - ee tRl »e lR ) A^ = -eerf 



e iA L 



(11.39) 
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On a cffcctivcmcnt rctrouvc l'interaction do l'clectrodynamique quantique pour chacune des generations 
dc lcpton. C'est uniquement a ce point qu'on est legitimement en droit d'identifier le champ A^ 
avec le photon. 

Nous avions derive l'electrodynamique quantique a partir de la symetrie de jauge locale U(l). 
On constate ici que dans le cadre dc la theorie electrofaiblc, la situation est plus complcxe. Bicn 
que nous partions du groupe SU(2) x U(l), ce n'est pas le sous-groupe U(l) qui engendre directe- 
ment l'interaction electromagnetique. Dans ce cadre-ci, interactions faible et electromagnetique sont 
comprises comme deux manifestations d'unc seule force electrofaible, qui ne se distinguent sous la 
forme que Ton connait que si la symetrie est brisee, i.e. si m 2 < 0. Le photon est alors un 'melange' 
des champs de jauge associe a U(l) et au troisieme generateur de SU(2), cf l'eq. (11.21). 



11.2.2 Interaction electromagnetique des bosons 

Le cas du boson de Higgs est aise : il sufht d'appliquer la meme formule que pour les fermions, 
avec r 3 = — 1 et Y = +1. On trouve done que le champ de Higgs n'est pas charge, ce a quoi on 
devait s'attendre puisque c'est un champ reel. 

Quant aux champs de jauge W et Z, le calcul est direct mais quelque peu penible. Etant donne 
F Z* = %K - d »K + < hc A\A c v , on obticnt 

-\V va = -\ [(D„W„y - (D„W,y igcosQ w {Z^ - Z v w;)} 

x [DW - WW* + igcos9 w {Z^W - Z V W^)\ - ^F^F^ 3 , (11.40) 

ou les derivees covariantes ont ete dermics comme suit : 

(D„W„)* = (d,, - teA^) W* et D„W V = (0„ + ieA^) W v . (11.41) 

Le champ W a done une charge entiere et on peut ecrirc W* = W+ et = W~ , avec e w + = +1 
et e w - = —1. La demarche est la meme pour Z, et on trouve ez — 0, autrement dit il n'y a pas 
d'interaction entre le photon et le boson Z. Nous verrons par la suite que ces charges sont aussi 
imposees par la conservation de la charge aux vertex decrivant l'interaction faible. 



11.2.3 Interactions faibles 

Nous nous interessons maintenant aux interactions des bosons W et Z° avec les fermions. Ces 
couplages apparaissent naturellement des termes suivants du Lagrangicn : 



Developpons ces termes en utilisant les champs physiques ; on obtient 

JSff w = iLSU + iEl$Ei + g {W*J& + WV£7 + Z°J%) + eA^ EM , 

oil 



jf 1 - _ 

z ~ cose 



w 



^v iL ^v iL + ( - - + sin 2 Q w e iL ^e iL + sin 2 <dwe iR ^e iR 



(11.42) 

(11.43) 
(11.44) 

(11.45) 
(11.46) 
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Fig. 11.2 - Le vertex associe aux bosons W. Notons que le vertex ou toutcs lcs flcches seraient 
inversees est aussi possible, avec le mcmc factcur. 




Fig. 11.3 - Le vertex associe au boson Z. Les valeurs des constantes cy et ca dependent des champs 
en interaction. Pour les neutrinos, cy — | et ca = \ pour les autres leptons, cy = — | +2 sin 2 6^ 
et ca = — \- 



Les vertex associes a ces termes d'interaction sont represented aux figures 11.2 et 11.3. 

Nous avons volontairement reecrit le terme electromagnetique pour marquer une difference fon- 
damentalc : l'intcraction faible est chirale, ce qui n'est pas le cas de l'interaction electromagnetique. 
En effet, le courant Jem contient les spineurs entiers, alors que les trois autres courants ne couplcnt 
que des champs dc mcmc chiralitc. II n'est done pas surprenant de constater experimentalement 
que e'est precisement dans le secteur faible du Modele Standard que Ton observe des violations de 
la parite. 

Chaque terme du Lagrangien doit naturcllcmcnt ctrc globalcmcnt ncutrc, i.e. invariant. Commc 
les courants portent une charge entiere, et que Jz est neutre, le champ W doit bien lui aussi 
porter une charge entiere alors que le Z est neutre. C'est le resultat que nous avions annonce plus 
haut. 

Finalcment, notons encore que ces termes d'interaction ne melangent pas les generations : ils 
ne couplent que les electrons et neutrinos electroniques entre eux, les [i et v^, les r et v T . En 
particulicr, le phenomene d'oscillation des neutrinos, i.e. la modification de la nature d'un neutrino, 
n'est pas autorise dans le cadre du Modele Standard. Ces oscillations ont pourtant ete observees 
experimentalement, et un effort intense est en cours pour modifier le Modele Standard afin d'y 
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incorporcr un tcl phenomena. 




Fig. 11.4 - Un exemplc dc processus faisant intervenir des courants faibles charges : la desintcgration 
du T. 




Fig. 11.5 - Un processus avec les courants faibles neutres : la diffusion elastiquc electron-neutrino. 



Nous illustrons aux figures 11.4 ct 11.5 deux processus faisant intervenir d'une part les courants 
charges puis les courants neutres. Notons que de tels processus ne sont possibles que dans le secteur 
faiblc du Modele Standard, puisque les neutrinos n'interagissent que par l'intermediaire de la force 
faible. C'est la masse tres elevee des bosons qui forment les courants neutres qui est responsable de 
la tres faible section efficace de ce genre de processus : les neutrinos sont des particules extremement 
difficilcs a detecter puisqu'elles n'interagissent que tres faiblement avec la matiere. 



11.3 Les quarks et le Modele Standard 

Nous avons decrit pour l'instant les interactions faiblc et clectromagnetique des leptons. Pour 
avoir unc image globale des processus clcmcntaircs, il reste a introduirc dans le modele les quarks 
ct l'interaction forte. On aura alors une image generale dc tous les processus non gravitationnels. 
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11.3.1 Groupe de jauge et champs du Modele Standard 

Le groupe de jauge du Modele Standard doit decrire a la fois la chromodynamique quantique et 
le modele electrofaible. II s'agit done de 

Gsm = SU(3) x SU(2) x U(l) . (11.47) 

Nous avons deja les champs de jauge pour les deux derniers sous-groupes, a savoir A^ et B^, 
ou de maniere equivalente, mais physiquement plus interessante le photon A^ et les bosons massifs 
W± et Z^. Pour pouvoir construirc un Lagragien symetrique par rapport au groupe de jauge local 
SU(3), nous introduisons en plus une constante de couplage gs, et un champ de jauge G su(3). 
Ce dernier comprend huit degres de liberte, associes aux huit generateurs de l'algebre, ce sont les 
gluons G°, 

G, = g S G a ^. (11.48) 

II reste a decrire les six quarks, et a connaitre leurs proprietes par rapport a chacun des sous- 
groupes de jauge. La structure des six quarks en trois couples identiques d'un point de vue des 
charges devient enfin clairc ici : ils forment des doublets par rapport au groupe de jauge SU(2), 
de meme que chaque paire leptonique, avec l'electron et son neutrino, etc. On introduit done les 
champs suivants : 



Secteur spinoricl : 

Trois doublets gauchcrs Ql 




Six singulets droitiers Ur et Dr 



Ui 


= U iR 


Y v 


u 2 


= C iR 


Y v 


U 3 


— Ur 


Y v 


Di 


= diR 


Y D 


D 2 


= SiR 


Y d 


D 3 


= h R 


Y d 



Les indices i sont les indices de coulcurs, autrement dit i = 1,2,3. Chaque quark forme done un 
triplet par rapport a SU(3). Le lecteur pourra se referer au chapitre 9 pour revoir les elements de 
la chromodynamique quantique que nous avons reintroduits ici tres sommairemcnt. 

Notons ici que si on a fait de certains quarks des doublets par rapport a SU(2), les leptons 
restent des singulets par rapport a SU(3), ils n'ont pas de couleur. Ils n'interagiront done pas avec 
les gluons. 

Dans ce cadre plus large, nous remarquons que tous les quarks pcuvent ctrc a la fois droitiers et 
gauchers. Le cas des neutrinos est done unique dans le modele standard. Les termes d'interactions 
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quarks-champs de jauge et les termes cinetiques pour les quarks sont naturellement donnes par 

(11.49) 



J2 *Ql$Ql 

Q=l 



iU R$ U R 

u=i 

3 

iD R IpD R 

D=l 



ou la derivee covariante la plus generate est 



D^ = M - ig s G« 



SU(3) 



T 

SU(2) 



ig'B l 



Y 



(11.50) 

(11.51) 
(11.52) 

(11.53) 



U(l) 



Evidemmcnt, lc tcrmc cn r a sera absent pour les singulets de SU(2), i.e. les quarks et leptons 
droitiers, celui cn A a pour les champs sans couleur (i.e. les singulets de SU(3)), done en particulier 
pour tous les leptons, et celui en U(l) pour tous les champs a hypercharge nulle. 

A ce stade notons qu'un champ peut desormais porter au maximum trois indices. Outre l'indice 
de Lorentz (ou de Dirac), il peut avoir un indice par rapport a SU(2) et un par rapport a SU(3) 
(e'est la couleur). 

Outre les vertex de la chromodynamique quantique, il apparait done les trois nouveaux types 
de vertex illustres a la figure 11.6. Notons encore une fois que les differentes generations de quarks, 
comme les generations de leptons ne sont pas couplees entre elles par l'interaction faible. 



Q 



s'L 




- w 



QsL 





Fig. 11.6 - Les processus electrofaibles qui peuvent faire intervenir des quarks, s et s' sont les deux 
valeurs d"isospin', soit u et d, c et d ou t et b. f represente n'importe quel fermion, / aussi, a 
l'exception des neutrinos. 



11.3.2 Termes de Yukawa et matrice de Kobayashi-Maskawa 

Finalcmcnt, nous allons analyser le problcmc des interactions entre les quarks et lc champ de 
Higgs, ce qui nous permettra de determiner leur masse respective. Cherchons des termes d'interac- 
tion du type Yukawa, autrcmcnt dit, trouvons des termes bilincaircs dans les spineurs de quarks, 
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qui soient invariants par rapport SU(3), Lorentz invariants, et qui soient non mils. Deux termes 
sont possibles : 

Q L D R et Q L U R . 

Pour en faire des termes legitimes du Lagrangien, determinons leurs charges par rapport aux autres 
sous-groupes de jauge et complctons-lcs par la bonne expression du champ de Higgs. L'hypcrcharge 
de ces termes est respectivement — |a — \ol— —a et — |a + |a = +a. Par rapport au sous-groupe 
SU(2), tout deux se transforment selon Q L D R — > Q L D R W . 

Sous une rotation de SU(2) x U(l), lc champ (f> se transforme scion <p — > U exp {ia)4>. Nous 
pouvons done immediatement l'utiliser pour construire un premier terme du type Yukawa, a savoir 

S%,i=anQ iL Di R <l>+h.c.. (11.54) 
Pour le second, introduisons le champ <fr, orthogonal a <f), 



4> = £<t>\ E = 




(11.55) 



Au chapitre 5, nous avions montre que pour toute matrice de SL (2, C), on a A T £A = £. Pour le sous- 
groupe de matrices unitaires, ceci peut se reecrire £U* = U£, U € SU(2). Sous une transformation 
du groupe de jauge, le champ <ft devient alors 

4> — ► £ (U exp (ia)(j))* = £U* cxp (-ia)(f)* = exp(-ia)U£<j>* = exp(-ia)£/0, (11.56) 

et la seconde combinaison de Yukawa s'ecrit done 

J?l 2 = b ij Q iL U jR 4> + h.c. (11.57) 

II s'agit maintenant d'extraire les veritables parametres physiques des deux matrices a et b, qui 
a priori en contiennent au total 36. Montrons que seuls 10 sont importants. En utilisant le thcoremc 
precedent, diagonalisons la matrice b a l'aide de deux matrices 3x3 unitaires. II suffit alors de 
redefinir les champs QiL et Uj R en y incluant ces deux matrices comme dans le cas des leptons. Lc 
second terme devient done _ 

&q,2 - BiQ iL U iR £(f,* + h.c. , 

et contient done seulement 3 parametres Bi, i= 1,2,3. 

Faisons de meme pour la matrice a. Redefinissons le champ D R comme dans les cas precedents. 
Par contre, la procedure n'est plus possible pour le champ Ql, celui-ci ayant deja ete fixe pour 
diagonaliser b. Soit U, la matrice restante. La premiere interaction de Yukawa devient 

Comme U £ U(3), elle contient 9 parametres reels. Nous sommes encore libres de fixer arbitrairement 
les phases des spineurs, ce qui permet de soustraire encore cinq degres de liberte, trois par champ 
moins un, puisque changer la phase de tous les quarks d'une meme quantite n'affecte pas la matrice 
U. II reste done quatre parametres, trois angles #12, #13, #23, et une phase, generalement denotee 
par 8. Les interactions de Yukawa s'ecrivent alors sous forme canonique 

/2 

% Y = — [LM L E<t) + Q L KM D D R <j> + Q L MijU R £<j) + h.c] , (11.58) 



ou les matrices des masses M^, Mo et Mjj sont diagonales. La matrice fC est la matrice de 
Kobayashi-Maskawa, elle decrit le fait que les matrices des masses des quarks U et D ne peuvent 
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pas etre diagonalisees simultanement. On l'ecrit en general sous la forme standard suivantc : 

-is 



Cl2 C13 



Sl2 Cl3 



S13 e 



£=l -«12 C 23 - C12 S 2 3 Sl3 e' 5 C i2 C 23 - Sl2 «23 «13 ^ «23 Cl 3 I , (11.59) 



Sl2 S23 - C12 C 2 3 Sl3 e 



-Cl2 S23 - S12 C 2 3 Sl3 e 



C23 Cl3 



ou = cos 0;j et s jj = sin 6>jj . 



La desintegration /? du neutron Pcnchons-nous brievement sur lc processus suivant : 

n — > p + e + . 
Le diagramme correspondant, a l'ordre le plus bas est 



u 



Fig. 11.7 - La desintegration [3 du neutron. Un quark d devient u, d'ou une influence de la matrice 
de melange de Kobayashi-Maskawa. 



On constate qu'un quark down change de saveur pour devcnir up. Ce processus est done sensible 
au melange U — D, et la determination experimental precise du temps de vie du neutron permet 
de determiner l'amplitude de ce melange. 

Enfin, on peut compter lc nombrc de parametres du Modele Standard. II y en avait deja 7 dans 
le secteur electrofaible. S'y ajoutent la constante de couplage de la chromodynamiqe quantique g$, 
puis les six masses des quarks (les valeurs propres des matrices Mjj et My), les trois angles de la 
matrice K.-M. et sa phase, ce qui donne au total 18 parametres librcs. A ccla, il faudrait encore 
ajouter un angle du vide 6c, dont nous n'avons pas parle ici. Le Modele Standard contient done 
au total 19 parametres libres. 

Notons ici que la phase d joue un role important dans les interactions faibles des quarks. En par- 
ticulier, e'est elle qui est responsable de la brisure de la symetrie CP, decouverte dans les processus 
de desintegration du K°. 

Pour terminer, nous ecrivons le Lagrangien total du Modele Standard : 

££ SM = -\g%G» v « \F^ a 

+ (D^ (D"(f>) - m 2 ^4> - A (<f>U) 2 

+ J2 iQL$QL + iTJ RJpU R + iD R IpD R + J2 iLilPU + ^ iE.IpE, 

+ —[LM L E<f>+Q L ICM D D R <j> + Q L M u U R £<f>+h.c.] . (11.60) 
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C'est lc Lagrangicn qui dccrit a l'heurc actuelle de la manicre la plus precise toutes les interac- 
tions connues des particules elementaires, et tous les processus observes, a l'exception notoire des 
oscillations des neutrinos dont nous avons deja note qu'elles ne peuvent pas etre decrites dans le 
cadre du Modelc Standard. Nous avons done au total, six quarks massifs, six leptons dont trois 
sans masse (les neutrinos), un boson de Higgs massif, huit gluons et un photon, tous sans masse, et 
finalemcnt trois bosons de jauge massifs. Toutes ces particules ont ete observees experimentalement , 
a l'exception du boson de Higgs, dont nous avons note plus haut qu'il est pourtant esscnticl a la 
coherence de rcnscmblc. 



Annexe A 



Exercices 



• Exercice 1 : Limite continue 

Considercr un systcmc d'oscillatcurs harmoniques de masses m et de frequences propres ui, librcs 
de se deplacer sur l'axe x d'un referentiel cartesien. Les positions d'equilibre des oscillateurs sont 
donnees par x n — a n, ou n G Z ct a € R est une distance donnee. On utilise la variable qi pour 
decrire le deplacement de l'oscillateur i de sa position d'equilibre. Introduisons des forces attractives 
entre deux voisins, leurs modules etant donnes par Fj^+i = A|g, + i — <fa|, ou A est une constante 
positive. 

1. Trouver lc Lagrangicn du systcmc ainsi que les equations du mouvement. 

2. Trouver l'Hamiltonien ainsi que les equations de Hamilton. Verifier l'equivalence avec le for- 
malismc dc Lagrange. 

3. Effectuer la limite continue dans les expressions du Lagrangien et du Hamiltonien, e'est-a-dire 
prendre la limite a — > en gardant constantes les quantites physiques suivantes : 

- fi = ™ ... la masse par unite le longueur dc la chaine des oscillateurs, 
Y = A a ... le coefficient d'elasticite de Young, 

- w ... la frequence propre. 

4. Effectuer la meme limite dans les equations du mouvement. 

5. Donner la forme continue de la fonctionnelle de Faction. 

6. Rederiver les equations du mouvement en se servant du principe de moindre action. 

7. Trouver la solution generale de l'equation du mouvement pour le champ continu. 

• Exercice 2 : Unites I 

Convertir en unites 'naturelles' (GeV) : 

1. 1 cm 

2. 1 s 

3. 1 g 

4. 1 K 

5. la limitation de vitesse sur Fautoroute 120 km/h 

6. la constante de Hubble H ~ 100 km s _1 Mpc _1 (1 pc = 3.26 annee-lumiere) 
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• Exercice 3 : Unites II 

Dans le systeme d'unites naturel h = c = k = 1, donner la dimension de chacune des entites 
suivantes : 

1. Taction 

2. la force 

3. la constante de gravitation Gn 

4. le champ electrique 

5. le champ magnctiquc 

6. la charge electrique. 

• Exercice 4 : Unites III 

Convertir en unites 'naturelles' (GeV) : 

1. la constante de gravitation Gn = 6.67 x 1CP 11 m 3 kg _1 s -2 

2. la densite critique de l'univers p cr i t — 3Hq/(8ttGn) 

3. 1 Gauss 

4. la charge d'un electron 

• Exercice 5 : Modele Standard 

Enumerer les particules elementaires (quarks, leptons, bosons) ainsi que leurs proprietes fondamen- 
tales (masse, charge, spin). 

• Exercice 6 : Champ scalaire reel, equations du mouvement 

Considerer Taction d'un champ scalaire reel massif donne par : 



1. Trouver les equations du mouvement pour (j>(x). 

2. Trouver le moment conjugue ir(x) associe a (f>(x). 

3. Trouver THamiltonien. 

• Exercice 7 : Champ scalaire complexe, equations du mouvement 

Considerer Taction d'un champ scalaire complexe donne par : 



S = Jd 4 x {d^{x)* d <f>(x) - di<l>(x)*di<t>(x) - V [</>*<!>]} . 



1 . En utilisant la decomposition : 

<f>(x) = -j=(<t>i{x) + i<f>2{x)) , 

<j)*(x) = -j=(<h(x) -i<h(*)) . 

reecrire Taction en terme des champs reels ^i(x) et 4>2( x )- Trouver les equations du mouvement 
pour 4>\{x) et 4>2{x). 

2. En considerant 4>{x) et <j>*{x) comme des champs independants, trouver leurs equations du 
mouvement. Comparer avec les resultats trouves au point 1. 
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• Exercice 8 : Minimisation sous contrainte 

Considerer Taction suivante : 

S = j d 2 x^d^ a {x)d tl (t> a {x), a=l,2,3. 
ou les (f> a sont soumis a la contrainte 

3 

o=l 

Trouver les equations du mouvcnicnt. 

• Exercice 9 : Electrodynamique scalaire 

Considerer Taction : 



S= J d 4 x{-±F^(x)F^ 



(x) [(cP + ieA"{x))4>*{x)] • - ieA„(x))cj>(x)} -V[cj>* 



avec F^(x) = d tl A lJ {x) — d„A fl (x). Trouver toutes les equation du mouvement. 

• Exercice 10 : Champ spinoriel, equations du mouvement 

Considerer Taction 



S = J d i x{i«f a (^) afj d^ fj -m«f a V a } 



ou les ty a representent 4 variables complexes (a = 1, 2, 3, 4) ct les *S? a sont les 4 variables complexes 
conjuguees aux if? a . Les (7 M ) Q /3 sont des matrices 4x4 donnees. En traitant les variables ^f a et fy a 
indcpcndamcnt, calculer la variation de Taction pour obtenir les equations du mouvement. 

• Exercice 11 : Couplage de Yukawa, equations du mouvement 

En calculant la variation de 

S = J d i x^d^d^~V^} + i^ a (r)apd^ p ^m^ a ^ a + f<t>^ a ^ a ^ , 

trouver les equations du mouvement. 

• Exercice 12 : Electrodynamique 

Trouver les equations du mouvement pour A^(x) et ^ a (x) (^ a (x)) en calculant la variation de 
Taction : 

S = J d 4 x{-^F^F»» +i* a (r) af } [d^-ieA^x^p-m^^^. 
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• Exercice 13 : Symetrie et theoreme de Noether I 

On considere un champ scalaire reel sans masse <p avec l'action 



^(p. 

Cette action est clairement invariante sous la transformation (p — > (p + c. 

- Trouver le courant de Noether correspondant et verifier qu'il est conserve. 

- Trouver la variation de Taction pour un c(x) qui depend de x et la rendre sous la forme suivante : 



SS = J d A xd^c{x) J»{x) . 



Comparer J fJl (x) avec lc rcsultat trouvc a l'aide du theoreme de Noether. 

• Exercice 14 : Symetrie et theoreme de Noether II 

On considere un systeme de deux champs scalaires avec Faction : 



S = J d*x | + l -d^ 2 d^ 2 -V [<]>{ + <j%\ 



Cette action est symetrique sous les transformations 

4>i — > cos a <pi + sin a (p 2 , 
<p2 — > — sin a (pi + cos a (p 2 , 

ou a est un parametre continu. 

- Trouver le courant J M correspondant et verifier qu'il est conserve. 

- Exprimcr lc courant en termes de (pi, (p 2 et des moments canoniqucmcnt conjugues iri et ir 2 . 
Considerer la charge Q — J d 3 xJ (x). Montrer qu'elle est conservee, i.e. 

{Q,H} = 0, 

ou TL est Thamiltonien et {•, •} lc crochet de Poisson. 

- Montrer que la charge Q genere les transformations de symetrie ci-dessus, au sens suivant : 

S(pi = a{Q,(pi} , 
$4>2 = a{Q,(p 2 } . 

Trouver la variation de Faction pour un a(x) qui depend de x et Fecrire sous la forme suivante : 

SS = J d i xd f ,a(x) J"(x) . 
Comparer J^(x) avec le resultat trouve a l'aide du theoreme de Noether. 



161 



• Exercice 15 : Symetrie et theoreme de Noether III 

On considere a nouveau un champ scalaire reel sans masse. 

- Montrer que Taction possede la symetrie 

f x» — ► x^ = \- x x , 

\ <f>{x) — > 4>>{x') = \cj>{x) . 

Trouver les courants correspondants et verifier qu'ils sont conserves. 

- Trouver la variation de Faction pour un X(x) qui depend de x et Fecrire sous la forme suivante : 

SS = J d 4 x<9 M A(x)>(x) . 

Comparer J fl (x) avec le resultat trouve a l'aide du theoreme de Noether. 

• Exercice 16 : Algebre d'operateurs I 

Verifier les relations suivantes : 

1. [AB, C] = [A, C]B + A[B, C] . 

2. [a^a, a] = —a . 

3. [fit a, at] = at . 

• Exercice 17 : Algebre d'operateurs II 

On definit une fonction analytique d'un operateur par sa serie de Taylor : 

1 00 1 

/(a) = /(0) + /'(0)a + -/"(0)a 2 + ... = ^- /«(0)a' . 

i=i 

Calculcr : 

1. [at, /(a)]. 

2. [a, /(at)]. 

3. eT a at e -T a . 

4. e^ae" 1 ^ . 

5. e 7a2 at e " 7a2 . 

6. e^ae" 1 ^ 2 . 

7. e~*^ & ae-"< &f& . 

8. eT ata at e -T ata . 

• Exercice 18 : Exponentielle d'operateurs I 

1. Soit A et B deux operateurs tels que [[A,B],^4] = [[A, B],B] = 0. Verifier que 

e A e B = e A+B + l/2[A,B]^ 

Comment faudrait-il modifier cette formulc si les commutateurs ci-dessus ne s'annulent pas ? 

2. Montrer la relation 

e A Be- A = B+[A,B] + ± [A, [A, B]] + I [A, [A, [A, B]]] + . . . 
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• Exercice 19 : Exponentielle d'operateurs II 

Calculer 



" B(A) 

dX 



Attention : B(X) et -B'(A) nc commutent pas forcement. 




Sous quelle conditions sur les nombres complexes A, B et C les operateurs et b peuvent etre 
interpreted comme des operateurs de creation et d'annihilation ? 

• Exercice 21 : Diagonalisation de I'Hamiltonien 

Soit 

H = wi(a f ) 2 + Wi (a) 2 + uWa , 
avec [a 7 a^] = 1. Trouver le spectre de H. 

• Exercice 22 : Diagonalisation du Lagrangien 

Considerer le Lagrangien 



£= / d 3 x{a 11 (a M </)i) 2 + 2a 12 (^ ( /. 1 )(^0 2 ) + a 22 (^ ( /. 2 ) 2 -m 2 1 2 -2m 2 2( /) 1( /. 2 -m^^} , 



oil OLij et rriij sont des paramctres reels et (pi sont des champs scalaires reels. Trouver les masses 
des particules physiques. Quelles sont les valeurs acceptables pour les parametres et m^- ? 

• Exercice 23 : Seconde quantification I 

Considerer le Lagrangien d'un champ scalaire massif donne par 



Exprimer </>, 7r et I'Hamiltonien en fonction d'operateurs de creation et d'annihilation et montrer 
que <j) et tt satisfont les relations de commutations typiques des champs bosoniques. 
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• Exercice 24 : Seconde quantification II 

Considerer le cas du Lagrangien d'une particule scalaire chargee donne par 



C = / d 3 x{d (t) i 'd (j)-d l 4> i 'd l (j)-m 2 4> i '(j)} . 



- Trouvcr l'Hamiltonicn. 

- Exprimer les champs ct lcurs moments conjuges ct l'Hamiltonien en fonction d'operateurs de 
creation et d'annihilation. 

- Montrer que la charge Q definie par 



est independante du temps. Exprimer la charge en terme d'operateurs de creation et d'annihila- 



• Exercice 25 : Representation de Heisenberg 

Trouver comment les operateurs de creation et d'annihilation dependent du temps dans la 
representation de Heisenberg. On rappelle l'equation de Heisenberg, valable pour un operateur 
quclconque : 



• Exercice 26 : Equations du mouvement et representation de Heisenberg 

Exprimer le champ de Heisenberg <f>(t, x) ainsi que son moment conjugue en fonction des operateurs 
de creation et d'annihilation. Montrer que 4>(t, x) satisfait les memos equations que le champ clas- 
sique. 

• Exercice 27 : Operateur impulsion 

On considere un champ scalaire reel 4>{x,t). Soit l'operatcur d'cncrgic-impulsion P^, donne par 




tion. 



id t A= A,H 



Est-ce que le commutateur de a et a) change dans le temps ? 




Calculcr 



[P^,<P(x,t)] 



amsi que 



4>(x, t)e 



• Exercice 28 : Charge 

Considerer un champ scalaire complexe massif ct calculcr : 



e lQ ct){x)e- lQ , 
e lQ ^*(x)e- lQ , 



ou Q est F operateur de charge defini par 
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• Exercice 29 : Spin du champ scalaire I 

Considerer le tenseur du moment cinetique d'un champ scalaire reel : 
Dcfinissons l'operateur suivant : 

J k = -1 J d 3 xe iik M^ . 

- Exprimer J k en termes d'operateurs de creation et d'annihilation. 

- Calculer 

J k \Po) 

pour trouver le spin du champ scalaire, ou 

est une superposition d'etats a unc particulc. La 'fonction d'onde' f(p) est centree autour de 
pb = 0. On suppose qu'elle est normalisee de sorte a satisfaire la condition suivante : 

• Exercice 30 : Spin du champ scalaire II 

Pour un champ scalaire reel, soit l'operateur Jk, dcfini par 

J k = -\ J d z x^ k M% . 

Calculer 

- Son commutateur avec le champ, 

[J k ,<t>{x,t)\ . 

- Son action sur le champ, 

e lakjk (P(x,t)e' lakjk . 

Cet operateur est done le generateur des rotations dans l'espace. 

- Les commutateurs suivants : 

[J k ,Pi\ et [J fe ,Ji]. 

• Exercice 31 : Champ vectoriel massif et nombre de degres de liberte 

Considerer un champ vectoriel massif en (n + 1) dimensions avec le Lagrangien 

^=-\F^F^ + l -m 2 A^. (p,i/ = 0,...n) 

Trouver les equations du mouvement et donner la solution generale pour n = 1,2,3. Combien de 
degres de liberte faut-t-il pour decrire un tel champ ? 
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• Exercice 32 : Quadrivecteurs de polarisation 

Construire les trois quadri-vecteurs de polarisation e™(fc), m = 1,2,3 du champ vectoriel massif en 
(3 + 1) dimensions, 



M J (27r) 3 2e fc ±^ 



de telle manicre que 

et tels qu'ils satisfassent les relations suivantes 

(orthogonalite) e™{k)e n »{k) = ~S mn , 



(fermeture) - £^ =1 e?(k)e?(k) = Vflv - %^ . 



• Exercice 33 : Champ vectoriel sans masse 

Repeter l'exercice precedent dans le cas d'un champ vectoriel sans masse. 

• Exercice 34 : Masse topologique 

Considerer le systeme en (2+1) dimensions decrit par le Lagrangien 

2 = ~\f^F^ + Xe^A^p . 

Le deuxieme terme est appele un terme de masse topologique. 
Qucllcs sont les dimensions de et de A ? 

- Trouver les equations du mouvement ainsi que la solution gencralc. 

- Combien de degres de liberie faut-t-il pour decrire un tel champ ? 

- Ces degres de liberie sont-ils massifs ou sans masse ? 

• Exercice 35 : Groupe de Lorentz et SL(2,C) 
Montrer que pour chaque matrice A parametrisee par 

A = cos(^) cr — * sm (^) <? • u 

la transformation de Lorentz donncc par 

A"„ - ^Tr [a»Al* v A] 

represente une rotation d'angle 9 autour de l'axe u. 

Montrer de la meme maniere que la relation donnee ci-dessus associe chaque matrice A parametrisee 
par 

A = cosh( — ) do — sinh( — ) a ■ u 

a un boost de rapidite <& dans la direction u. Rappelons que = (an, <j) et = (cr , —a), ou a et 
ctq sont les matrices de Pauli et la matrice identite 2x2, respectivement. 
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• Exercice 36 : SL(2,C), proprietes 

Montrer que pour toute matrice A e SL(2, C) on a 

A T £A = £, 

oil £ est donne par 




• Exercice 37 : Matrices de Dirac 

Verifier les proprietes suivantes des matrices 7 : 

- {75,7 M } = » 

- Tr[ 7Ml ...7^+1] =0, 

- Tr [7^] = 4^ , 

Tr [7 AJ 7^7A7 P ] = Hv^Vx* - VuMvp + VupV^x) , 

- ^[75(7 ou 77 ou 777)] = , 

- Tr[7 5 7 M 7^ 7a 1 p ] = -He^Xp ■ 

• Exercice 38 : Symetries globales I 

Determiner la loi de transformation du Lagrangicn 

if = Itfy^tf + h.c. - to** 

sous les deux transformations suivantes : 

* — > e M * , 

* — > e^ 7 "* . 



Dans le cas d'une symetrie, trouver les courants conserves. 

• Exercice 39 : Symetries globales III 

Soit le Lagrangien 

if = l ^j^d^ + h.c. - to*"* , 

En supposant le bon nombre de composantes pour le champ *, determiner la loi de transformation 
de ce Lagrangien sous le transformations suivantes : 



* - 




* - 




* - 




* - 


e 2 7 * . 



Les matrices r a , a = 1, 2, 3 et X b , b = 1, 8 sont respectivement les matrices de Pauli et de Gcll- 
Mann. Dans le cas d'une symetrie, trouver les courants conserves. 

• Exercice 40 : Solution de I'equation de Dirac 

Trouver les expressions pour les spineurs u a et v a pour un k arbitraire dans la representation de 
Weyl. 
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• Exercice 41 : Seconde quantification du champ spinoriel 

Exprimer l'Hamiltonien et la charge des fermions en termes d'operateurs de creation et d'annihila- 
tion. 

• Exercice 42 : La parite 

A partir de la transformation d'un spineur de Dirac sous la parite 

V(t,x) — ► i&p(t,x) = r] P j°^(t, -x), avec \-q P \ 2 = 1 , 
trouver les transformations des termes bilineaires suivants : 

2*75*, *7 M \I>, *7 M 7 5 * . 



• Exercice 43 : La conjugaisons de charge 

1 . A partir de la transformation d'un spineur de Dirac sous la conjugaisons de charge 

q> — > q> c = C (*) T , 
trouver les transformations des termes bilineaires suivants : 

i*75*, ^7^*, ^y^* . 
Utiliser les proprietes suivantes de la matrice C : 

c T = ct = -C CCft = C^C = 1 C 2 = -1 
Cl ,C^ = - 7 J . 

2. Verifier que dans la representation de Weyl un choix possible pour la matrice C est 

C = J7 2 7° ■ 

3. Soit 

*(*) — *V) = S(AMx) ou S(A) = ( £ ^ 
la transformation de Lorentz d'un spineur de Dirac. 

Montrcr que le spineur se transforme sous les transformation de Lorentz de la meme 
maniere que le spineur 

• Exercice 44 : La section efficace dans le CM. 

Dcfinir la section efficace differcnticllc pour unc diffusion 2^2 dans le rcfcrcnticl du centre de 
masse. En particulier, effectuer toutes les integrations possibles sur l'espace de phase pour obtenir 

da 



d£l Pl j c M 



• Exercice 45 : Le temps de vie 

Repeter le calcul de l'exercice precedent, mais pour la disintegration 1 — > 2 d'une particule, dans 
le referentiel ou celle-ci est au repos. 
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• Exercice 46 : Calcul perturbatif et produit chronologique 

Soit une fonction /, dc classe C 1 , qui satisfait l'equation intcgralc 



f(x) = l + \ f g(y)f(y)dy. 

J Xn 



1. Trouver l'equation differentielle dont / est solution. 

2. En admettant que A est un petit parametre, i.e. que |A| -C 1, resoudre cette equation pertur- 
bativement. 

3. Montrer finalement l'egalite suivante 
dyi--- / dy n g(yi) ■ ■ ■ g(y n ) = — dy 1 ---dy n T \g(yi) ■ ■ ■ g(y n )} , 

ou T [g(x\) ■ ■ • g(x n )] est lc produit chronologique des g(xi). 

• Exercice 47 : Section efficace dans la theorie \<f) A 

Par un calcul direct (i.e. sans utiliser les regies de Feynman), obtcnir la section efficace du processus 
Pi + P2 P3 + Pa a l'ordrc lc plus bas dans la theorie \<f> , i.e. avcc le Lagrangien suivant : 

On se placera dans le referentiel du centre de masse pour effectuer les integrations sur l'espace de 
phase. 

• Exercice 48 : Disintegration d'une particule scalaire 

Considerer le Lagrangian suivant 



oil lc dernier terme permct la desintegration d'une particule $ en deux particules <p. 

1 . Quelle condition faut-il imposer pour que la desintegration soit possible ? 

2. En supposant que cette condition est satisfaite, calculer le taux de desintegration du <f> a 
l'ordre principal en /j,. 
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• Exercice 49 : Propagateurs des champs 

- A partir des expression des champs quantifies (champ scalaire, champ de Dirac, champ vectoriel 
massif) trouver les fonction de correlations suivantes : 

D(x-y) = (0\<j>(x)<f>(y)\0) , 
D ab (x-y) = (0\* a (x)* b (y)\0) , 
D^{x-y) = (0\A^x)A,(y)\0) . 

- Verifier que les propagateurs de Feynman du champ scalaire, spinoriel et vectoriel massif definies 
par 

S F (x-y) = (0\T<j>(x)<j>(y)\0) , 
S5,(x-y) = (0\T* a {x)* b (y)\0), 
S^{x-y) = (0\TA,(x)A„(y)\0) . 



sont donnes par : 



' (27r) 4 p z — m z + it 



F (r _, A = I d 4 p i(P + mU c _ lp(x _ v) 
(2tt) 4 p 2 - to 2 + it 

ip(x-y) 



p J (2-K) 4: p z — m z + te m z 

e > est un paramctre auxiliaire determinant le chemin d'integration sur p . 
Utiliscr les definitions suivantes des produits chronologiques : 

(0\T<j>(x)J(y)\0) = ^°-y o )(O|^)^)|O)+%°- a; o )(O|0(y)0(2:)|O>, 
(0|T* o (a;)* 6 (y)|0) = 9{x a - y°)<0|* o (x)* 6 (y)|0) - 0(y° - a: )<0|* 6 (y)* o (a;)|0) : 
(OITA^A^IO) = 9(x° - y°)<0|i4 M (a:)^(y)|0) + 0(y° - a: )<0|^(y)^(a:)|0) 



• Exercice 50 : Section efficace dans la theorie A0 4 

En utilisant les regies de Feynman, calculer l'amplitude M du processus p\ +P2 — > Pz +P4, au plus 
bas ordre dans la theorie 

On appliquera les regies de Feynman d'abord en representation k, puis en representation x. 
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• Exercice 51 : Elements de matrices dans la theorie \(j) 4 
Considerer la theorie A</> 4 . 

Exprimer lcs elements de la matricc suivants en fonction du propagateur D(x — y) = 
(0\T(f,(x)<i>(y)\0) : 

(0|T(i J d 4 x0 4 (z))|O> 

(0|T(i J d A xcj>\x)^ J A^ 4 (J/))|0) 

( Pi \t(^ jd^x^ix)^ Jd^^mih) 

( PlP 2\T(^ J d 4 a ;0 4 (x))|fc 1 fc 2 ) 

( PlP 2\T(± J d 4 ^ 4 (x)i J dW(y))|fcifc> 



• Exercice 52 : Regies de Feynman pour la theorie de Yukawa 

Obtcnir les regies de Feynman pour la theorie de Yukawa : 



• Exercice 53 : Regies de Feynman pour la theorie de Yang-Mills 

Identifier les differents vertex dans la theorie de Yang-Mills, et obtenir lcs regies de Feynman 
correspondantes 

J?=-\f* v F^ a =1,2, 3, 

avec 

F; v = d^Al - d v A% + gf abc AlAi . 

Les constantes de structure f abc sont completement antisymetriques par rapport a l'echange de 
deux indices. 

• Exercice 54 : Diagrammes de Feynman dans la theorie de Yukawa 

Considerer le Lagrangien de Yukawa : 

& = \d^d^ - l -M 2 4> 2 + i^ a {r) a (id^ [j - m^ a y a + <tf* a * Q . 

1. Trouvcr tous les processus possibles au premier ordre dans la theorie de perturbation. Donner 
les cvcntuelles conditions necessaires pour la realisation de ces processus. 

2. Estimer la section efficace / le temps de vie dans chacun de ces cas. 

3. Dessincr tous les diagrammes de Feynman possibles au second ordre. 

• Exercice 55 : La section efficace pour e + e~ — > fi + n~ 

Trouver la section efficace non-polarisee pour la diffusion e + e~ — > cn l'clcctrodynamiquc 

quantique dans le refcrenticl du centre de masse. Ne considerer que l'ordre plus bas en theorie de 
perturbation. On pourra ncgligcr la masse de l'electron. 
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• Exercice 56 : L'electrodynamique aux ordres superieurs 

1. Dessiner tous les processus possibles en electrodynamique quantique (electron-positron et 
photon) au troisieme ordre en theorie de perturbation ; 

2. Prouver le theoreme suivant : 

Considerons les processus en electrodynamique dont toutes les lignes externes sont des 
photons. L 'amplitude de ceux qui possedent un nombre impair de pattes est nulle. 

• Exercice 57 : Groupes de Lie 

Considerer les quatre types de groupe de Lie suivants : 

U(A0, SU(JV), SO(JV), SL(JV,C). 

Pour chaque groupe compter le nombre de parametres independants necessaires pour dccrirc un 
element general du groupe. 

• Exercice 58 : Les matrices de Pauli 

Considerer les matrices de Pauli donnees par 

1 \ / -i \ ( 1 



T, = { i o ) T2= {i o ) T3= V o -i 

Montrer l'identite suivante : 

ou eijk represente le tenseur completement antisymetrique par rapport a l'echange de deux indices 

arbitraires, avec la definition £123 = +1. 

Verifier que la relation ci-dessus impliquc immcdiatcment 



ou on a defini T k = — \r k . 

Prouver cnfin les relations suivantcs 



^ijk^ijk 6 , 

^ijk^ijp — 26kp , 

tijk^ipq fijp^kq ^jq^kp • 



• Exercice 59 : Groupe SU(2) 
Calculer 

ou £ a € R et r a sont les matrices de Pauli. 

• Exercice 60 : Representation adjointe 

Considerer trois matrices rcellcs T a de dimension 3x3 definies par la relation : 

(^a)fcc = — e abc, 

avec a,b,c= 1, 2, 3. 

- Trouver les relations de commutation [T a ,Tf,] 

- Calculer l'exponentielle : e^ aTa , avec £ a G R. 
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• Exercice 61 : Groupe SU(2) et rotations 

Soicnt Hi les composantes d'un vecteur tridimensionel. Montrer que la transformation definie par : 

correspond a une rotation du vecteur ni en n^. 

• Exercice 62 : Groupe des rotations 

Considerer l'espacc Euclidien a deux dimensions Xi, i — 1,2. Trouver la transformation 

X i U^jXj 

telle que x'\ + x'\ = x\ + x\, et trouver son generateur. 

• Exercice 63 : Groupe de Lorentz 

Considerer l'espace Minkowskicn a deux dimensions Xi, i = 0, 1. Trouver la transformation 

X i U^jXj 

telle que x'\ — x'\ = x\ — x\, et trouver son generateur. 

• Exercice 64 : Derivee covariante I 

Montrer que 

[£>„,£>„]* cxi^*, 

oil = — ieA^ est la derivee covariante abelicnnc. Trouver le coefficient de proportionality . 
Rcpeter les calculs dans le cas de la derivee covariante non-abeliennc. 

• Exercice 65 : Derivee covariante II 

Montrer que sous la transformation de jauge : 

* -» U(x)V, 
la derivee covariante se transforme comme : 

Dp - U{x)D lx U~\x). 



• Exercice 66 : Confinement 

- Considerer des quarks qi qui forment des triplet sous le groupe SU(3) cou ^ cur : 

oil la matrice U est un element du groupe de Lie SU(3). Montrer qu'un etat a trois quarks (un 
baryon) du type 

n'a pas de coulcur, e'est-a-dire qu'un tel etat est invariant sous les transformations de SU(3). 
Trouver une autre configuration 'blanche' possible (les mesons). 
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• Exercice 67 : Baryons et mesons 

On considere ici un modele a trois quarks u, d, et s. On introduit un nouveau nombre quantique, 
V etrangete S, associee a chaque quarks. Le tableau suivant resume lcs informations utiles : 





d 


u 


S 


Charge electrique Q 


1 

3 


+ 1 


1 

3 


Isospin I z 


1 

2 


+ \ 





Etrangete S 








-1 


Masse, en MeV 


- 7.5 


4 


- 150 



- Mesons. Soient les six mesons suivants, K°, K + , K , ir + , it , K°, avec les proprietes suivantes : 





K° 


K+ 


K~ 


7T+ 


7T 


K° 


Charge electrique Q 





+1 


-1 


+ 1 


-1 





Etrangete S 


+1 


+1 


-1 








-1 


Masse, en MeV 


497 


493 


493 


139 


139 


497 



Donner le contcnu dc ccs diffcrcntes particules, sachant qu'cllcs nc conticnnent que les trois quarks 
du premier tableau. 

- Baryons. On considere six baryons, n (neutron), p (proton), S + , S°, avec 





n 


P 


£" 


£+ 




S° 


Charge electrique Q 





+1 


-1 


+1 


-1 





Etrangete S 








-1 


-1 


-2 


-2 


Masse, en MeV 


939 


938 


1197 


1189 


1321 


1314 



Identifier a nouveau lcur contcnu. 

• Exercice 68 : Brisure de symetrie globale I 

Considerer le Lagrangien suivant : 

ou (j) a , a~ 1,2,3 sont trois champs scalaires reels. 

1. Quelle est de groupe de symetrie de ce Lagrangien? Combicn de parametres ce groupe a-t-il? 

2. Trouver l'etat de vide dans le cas m 2 > 0. Considerer des petites perturbations autour du 
vide pour determiner les masses de ces excitations. 

3. Repeter les discussions pour le cas m 2 < 0. 

4. Quelle est la symetrie residuelle dans ce cas m 2 < ? Comparer avec le point 1 et appliqucr 
le theoreme de Goldstone. Ceci correspond-il aux rcsultats du point 3 ? 

Considerons maintcnant le cas de deux tels champs (f> a et %a, a = 1, 2, 3. Ecrivons le Larangicn 

2 = \ (Maf + \ (d„Xaf ~ V [fa, Xa ] ■ 

1. Quel est le potenticl V [0 a ,Xa] le plus general, qui soit invariant sous le groupe de SO(3) ? 

2. Quelle est la symetrie residuelle apres la brisure de symetrie? 
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• Exercice 69 : Brisure de symetrie globale II 

Considerer le Lagrangicn 

_Sf = d^d^ - m 2 $ f $ - A($ f $) 2 . , 
oil <& se transforme comme un doublet sous la symetrie SU(2) globale : 

$ = ( V ) ' $ ~* C/$ ' ^ 6 SU( ~ 2 ^ ' 

1. Trouver l'etat de vide dans le cas m 2 < 0. Considerer des petites perturbations autour du 
vide pour determiner les masses de ces excitations. 

2. Montrer que le doublet dcfini comme : 




se transforme de la meme fagon que I . 

3. Serait-ce aussi le cas si le groupe de symetrie considere etait U(2) ? 
• Exercice 70 : Symetrie locale et mecanisme de Higgs 

Considerer la thcorie de deux champs de jauge et un champ scalaire complexe invariante sous les 
transformation de jauge locale du groupe U(l) : 

avec 

V^ip = d^tp - iexA^ip - ie 2 A {2) ip . 
En supposant que v 2 > 0, trouver les masses des particules vectorielles. 
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• Exercice 71 : Jauge unitaire et mecanisme de Higgs II 

Considerer la theorie d'un doublet de champ scalaire, invariante sous les transformations locales de 
SU(2), 



avec, 



0i 

00 

1. Verifier que la transformation definie par 

u=^= 

est un element de SU(2). Montrer que : 

<jf = U(j>-- 



9o -9i 
0i 0S 



\ I 

X 



2. Montrer que sous cette transformation le champ de jauge prend la forme : 

A , = i jl I ftS?4> ftS^ \ 

" 2^<t>\ tffi^ tffi^ J 

3. Ecrire le Lagrangien en terme des nouveaux champs A®' et x- 

• Exercice 72 : Modele Standard 

Montrer l'identite suivante 

Q = e(T 3 + ^Y), 

pour les particules gaucheres et droitieres. 

• Exercice 73 : Charges des bosons W ± 

Trouver les charges des bosons W ± . 

• Exercice 74 : Le temps de vie du muon fi~ 

Dessiner un diagramme de Feynman qui decrit la disintegration du muon \x~ . Estimer son temps 
de vie. (m M ~ 106 MeV) 



